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I. Abschnitt, 
Koordinaten und Fankt. 
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. Definition 
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Btimmt werden kann. 

Entsprechend ist die Erklärung von Koordinatea 
einer Linie, Fläche etc. Wir beschränken uns zunächst 
auf Punkte, und zwar aut Punkte einer Ebene. 

Am gebräuchlichaten sind Parallelkoordinaten. 

Man zieht in der Ebene durch einen beliebigen 
Punkt (EJg. 1) zwei Gerade, die Axcn; dann sind 
durch jeden Punkt der Ebene zwei Grössen (Zahlen) 
bestimmt, nämlich die Masszahlen der Längen seiner 
Abstände von den Axen, jeden gemessen parallel der 
andera Axe in einer willkürlich festgesetzten Längen- 
einhoit. Damit auch umgekehrt zwei Zahlen einen 
Punkt bestimmen, dessen Abstände von den Axen sie 
messen, ist zunächst nötig, dass man weiss, auf welche 
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T. Abschnitt. Koordinaten und Punkt. 



Äxe sich jede Zahl bezieht. Ä! 
gegebeneu Abatanda- Grössen vo 
Äsen abzutragen und durch 
Strecken dio Parallel 
Schnittpunkte dieser Paralleler 



»n hat dann nur die 
1 Punkt aus auf den 
lie Endpunkte dieser 
1 Axen zu ziehen ; die 
ind Punkte , deren 
1 den Axen durch die gegebenen Zahlen 
i werden. Die Konstruktion ergiebt aber vier 
Punkte {Fig. 1): P, ; P^ ; P, ; P,. Ura durch die ge- 




enZahli 



. anszudriiclcen, welchen von d 

will, unterscheidet 

. Richtung i 

egat 



8 di. 



nVori 



a bestim 



ind. Die ao mit Vorzeichen versehenen Maaszahlen 
er Abstände sind Koordinaten gemäss der Definition 

Der Punkt (vom lat. Origo Ursprung) liat die 
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§ 1. Doflnitioji von Koordinaten, 11 

Koordinaten 0,0 und lieisst Anfangspunkt oder 
Nullpunkt. Die Konfiguration beider Axen lieisst 
K 1 natensyatem oder Asensys t em. DerWin- 
]c 1 zw h n den positiven Zweigen iHälften) der Axen 
1 t 3 'dinaten Winkel, und zwar denkt man 
hn d d h erzeugt, d 1 de positive Zweig der 

al t b zeichneten Axe u e tgegengesetzt dem. 
S nne d TJlirzeigera 1 ht b e mit dem positiven 
7w g d weiten Ase zu an e fallt; diese Art der 
D h ng ( ntgegeng t t 1 n S nne des Uhrzeigers) 
J t p tive. De K 1 nat nwinkel wird mit w 
bezeichnet; ist w ungleich (Zeichen der Ungleich- 
heit;— 1=) 90°, so heisat das System ein scJiief es, ist 
w ^ 90", so heisst es rechtwinklig oder orthogo- 
nal. Man beschränkt w auf spitze oder rechte Win- 
kel, d. h. 90° nimmt man ala Maximum für w. Meist 
zeichnet man die erste Axe horizontal, setzt als posi- 
tiven Zweig den von nach rechts gehenden fest und 
nennt die auf ihr beaw, in ihrer Züchtung gemeaseno 
Koordinate: Abscisse, gewöhnlich mit x bezeichnet, die 
Axe selbst heisat Abscisaenaxe oder X-Axe, ihre 
Zweige: -f X und — S. Auf der andern Axe, der 
Ordinatenaxe, heisst die Koordinate: Ordinate 
(auch Applicate), sie wird meist mit j bezeichnet, und 
die Axe auch Y-Axe genannt, ihr positiver Zweig -]- Y 
wird meist nach oben gericbtet, links vom Strahl -j- X. 
Ist das System rechtwinklig und X horizontal, so ist 
Y vertikal. Diese Festsetzung ist aber keineswegs 
bindend, an und für sich ist das Axensystem betreffs 
seiner Lage in der Ebene keiner Beschränkuüg unter- 
worfen. 
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12 I- Ahschiiitt. Koordinaten und Punkt. 

Die Axen teilen die Ebene in 4 Teile, bei recht- 
winkligem. System sind die Teile gleich, also Quadranten, 
der Teil awiachen + X uad -[- Y ist No. I, zwischen 
-[- y und — S ist IX, zwischen — X und — Y Hegt 
in, zwischen — Y und -[-X: IV. Für alle Punkte 
in I sind x and y grösser als (Zeichen für grösser > , 
für kleiner <), für alle in II ist s < o, y > o; in III 
ist X < ; y < o; in IV ist x > o, y < o. Nach dem 
sogenannten Dr ohisch'schea Prinzip der Urakehrbar- 
keit eindeutiger Zuordnungen (das aber schon früher 
von Möbius aufgestellt ist) sind diese Sätze umkehrbar. 

g 2, Polai'toovdinaten, 
Durch einen Punkt 0, den NuJ Jpunkt oder Pol 
(griechiseh, so viel wie Drehpunkt), zieht man einen 
StrahlOA(Fig. 2), diePoIaraxe(auchÄse schlechtweg); 
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§ 2. Polarkoorditiateii. I3 

dann bestimmt irgend ein Punkt P durch seine Lage die 
Länge von P und den Winltel A P zwi3<,lieii dei 
Ase A und P. Dieser Winkel wiid als durth 
Dreliung im positiven Sinne (cf. § 1), Jur:,li positive 
Drehung, erzeugt betrachtet , und dieaer Sinn wird, 
wenn nichts besonderes festgesetzt ist, stets vonusgesetat, 
so dftss z. B. Ä O P und P A zusammen 4 Eechte 
siod, Lässt man , wie meistens , zu , daas dei sich 
drehende Strahl die Ebene beliebig oft bedeckt, so ist 
Winkel A P durch die Lage von P nur bis auf be 
liebige Vielfache von 4 Rechten bestimmt. Der Strahl 
P heisBt Leitstrahl oder radiue vector, auch 
bloss radius oder bloss vector des Punktes P, und ebenso 
wird die absolute Läoge von P genannt und meist 
mit r bezeichnet. Der Winkel A P wird nicht 
in Grad-, sondern in Bogenmass gemessen. 

[Erklärung von Bog enmass: Da der Winkel 
sich zur Ebene verhält, wie jeder Bogen zwischen seinen 
Schenkeln, dessen Zentrum im Scheitel liegt (Zentri- 
winkel), zum Vollkreis, so hat man die Proportion 

^ ^ — -^, wo y die Zahl der Grade des Winkek, 

i den Bogen, r den Radius, le die Ludolph'sche Zahl 
bedeuten: also 1/r := qt n/lSO , 1/r wird als arcus 5p (ab- 
gekürzt arc if) bezeichnet und giebt das Bogenmass des 
Winkels. Man geht also vom Gradmass zum Bogen- 
mass (hesser absoluten Mass) des Winkels über, 
wenn man die Gradzahl mit /s,'180 multipliziert, umge- 
kehrt vom absoluten zam Gradmass, indem man mit 

— multipliziert. Dabei ist für jede Minute 'j^^", für 
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14 1- Abschnitt Koordinaten und Punkt, 

jede Sekunde ~ a — ^^^ zu setzen, so daas aiao ein 
Winkel von 20" 11' und IS" die GradaaU q, ::= 20 + ^ 
+ ^ — ^ 1^^*' 'is'^ rechten Winkel eutsprieht im Bogen- 
maaa ^ , dem flachen Winke! ji. — ] 

Der in Bogenniass gemesaene Winkel A P wird 
meiat mit & bezeichnet uad heiaat Phaae, Amplitude 
oder Eichiungshogen dos Punktes P. Die letzt- 
genannte Bezeichnung riilirt davon her, daaa, wenn man 
in der Proportion — = ^öä ^'^'' ^ ^^^ Längeneinheit 
wählt, arc q> die MaaszaU dea zum Zentriwinkel von 
f ' gehörigen Bogena im Kreise mit dem Eadiua 1 ist, 
und daher mit diesem Bügen identifiziert wird. 

Hier ist ßofort klar, dasa, wie der Punkt r und & 
— letzterea abgeaehen von Vielfachen von 2 jt — be- 
stimmt, 30 umgekehrt r und & den Punkt bestimmen, 
sie sind daher nach Definition itt § 1 Koordinaten und 
heisseu: Polar koordinaten. 

Da Koordinaten und Punkt sich gegenseitig be- 
stimmen, so müsse» die Parallel- und Polar-Koordinaten 
desselben Punktes sich gegenseitig beatimmea. Bei ge- 
meinsamem und wenn -|- S zugleich diePolaraxe, iat: 
1) K = ^^^M f^ , y „ __^_9 ^güjuBaatz) 



5' ^ + Vx' + y" + 2 xycosw, cot cp = - — ■- \- cot w 

mit der näheren Bestimmung, dass sin & daa Zeichen 
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g ü. PiinkU. 15 

von y hat, so dass, wenn y > f ür ^ (abgesehen vou 
Vielfachen von 2«) n«v der Bogea <ic, und wenn 
y < o f ür # nur der Bogen > ?r genommen werden darf, 
ff deckt sich mit der, daas # der "Winkel 



Bein soll, der entsteht, wenn man A im entgegen- 
gesetzten Sinne des IJhrzeigers sich solange 

drehen IHsat, bis es mit O P zusammenfällt. 

Ist w ^= 90°, so ist: 
l»') s: = rcoa *, y ^ r sin y, r ^ + l'^M=y'. tgy = j/x. 
W-ihiend das Piialielkooidinatensjstem ein gerad 
liniges ist ist das polaie ein gemiachtliuiges, inaofein 
1 Stiecke und ip Kieiabugen Man kann an-h >eide 
Koordinaten kiummlimg wählen, doi-h ist das m dei 
Ebene selten von Nutzen, w ohl aber a if der Kugel 
und andren krummen Fliehen Das "Wesentliche jedes 
Kooidinatenijstems aut einei TUche ist, daas man die 
Pliche mit 2 &jstemen (Si,haaien) von Linien ubei 
zieht, wie z B die Ebene mit don Paiallelen zui X- 
und zni Y- A.xe, oder mit den Strahlen, die von aua 
gehen und den Kieiaen deien Ceati im ist, sj dasa 
jede S hiai fut sich die Fh(.ho ausluUt dutch jeden 
Punkt n A n h in einzelnen Punkten abgesehen, 
n j d b 1 j E ne Linie geht und jede Linie 

d a n S h j d Linie der andern in Einem 

P kt 1 dt. 



Gegeben ein Parallelkoordinatenaystem, Asenwinkel 
w (Pig. 3), Sei A ein Punkt mit den Koordinaten 
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I, Abschnitt. Koordinaten und Punkt. 




{ (^1 1 yJ? gelesen A äquivalent (x^ | y,), was nichta a 
heisaeu soli, als dass der Punkt A und die Werte x, y, 
der Koordinaten siah gegenseitig beBtimmen. Sei B 
{ {>^2 1 Ys) ein zweiter Pankt, dann ist sofort der Abatand 
d der Punkte A und B, die Streckenlänge AB gegeben, 
sowie der Wipkel a, um welchen man den durch. A zu 
4- X gezogenen ParallelatraH (positiv) drehen muss, 
damit er in die Lage AB komme. Es ist dann 
2) d' := (x,-x,}= + (y,-y,)' + 2 x^-x,} (y,-y.) cos w 
_^ in a^ ^ ^'^y» . Ist w = 90", so ist; 

2.) d^ _ (x,-x,)» + (y,-yj= ; tg « = g^i;- 

Für den Inhalt J de a Dreiecks OAB ergiebt sich 
21») J = + \ sin w (Xj y^— Kj yj, denn zieht man die 
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§ 3. Punkte. 17 

Hilfslinie O M, 30 ist 2 /;i A M B ^ ParallKlogramm 
AMBF; 2A0MB^ Parallelogramm M E G H; 
2 A M A = Parallelogramm K M A L, mithin 2 J = 
G F L-0 H M K ; 2 J - X, y„ sin w— x, y, sin w. 




Sei M{(f|,;) die Mitte von AB, dann ist nach 
dem Sata von der Mittellinie im Paralleltrapez : 

3) i-j^ + ^,); i--^(y, + ?■)• 

Die Gleicliung 3 gilt, wie alle biaherigen, allge- 
mein, d. h. welche Werte auch x und y haben, hezw. 
in weicheil Teilen der Ebene die Punkte A und B 
liegen mögen. — Ist ^ =; Q, eo liegt M auf der Y-Axe ; 
ist )j = 0, 80 liegt M auf der X-Ase, sind | und yj 
beide 0, 80 fällt M auf 0. öei z. B. A B C D ein 
Parallelogramm, die Aufeinaaderfolge so, dass man beim 
Umgang von A nach B, B nach etc. stets das Feld 

Simon, Analytische Geometrie der Eheila. a 
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18 I. Abschnitt. Koordinaten und Punkt. 

der Figur zur Linkeu iiat. Wählt man die Axen so, 
dM3 + X parallel A B und + Y parallel A D, iind 
seien die Koordinaten der Ecken s, y, etc., so ist die 

Mitte M von Ac|('i(x,+sj|i"(y, + y,)) und die 

Mitte N von B D ist {(^ (x, + x J | | (y, -h yj). Ea 
ist aber x^ ^ x, ; x, =: s^ ; y, ^ y^ ; y, ^= y^, somit M 
^N (= Zeichen fUr: identisch), d. h. die Diago- 
nalen des Parallelogramms halbieren sich gegenseitig. 
Ist P (Fig. 3) irgend ein Punkt auf A B awischen 




A ' 


and B, u 


nd 


teilt P die Strecke A B im 


Verhältnia 


/l: 


1, d. h. s 


ds 


ISS A P : B P 


= A, so ergebe 


nili. 


e Sätze 


von 


Q Trapez, 


hei 


;w. ergiebt die AehnÜchkeit dei 


■ Drei- 


eck 


e APTJ 


und ABO, seia 


e Koordinaten 
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X, -f- A X, 

1 + A 


■1- l + A- 
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§ 3. Punkte. 19 

Sei z. B. A B C ein Dreieck, Strahl A B = + Y, 

Strahl A C EE -f X, A {(0|0), E { (Ojb), C ( c | 0). 

Die Mitten A, ; B, ; 0, ; der Seiten B 0, A, A B aind 



AI 



'"■^^&"4(«1H- 



Die Punkte, weiche A A, ; B B,; CO, von den Ecken 
aus im Verhäitnia 2 : 1 teilen, seien S, ; S^ ; Sj, dann ist; 

also Sj ^ 8, ^ 83, d. h. di3 3 Mittellinien des Drei- 
ecks schneiden sich in einem Punkte und im Verhält- 
nis 2 : 1. 

Teilt Q { d' I v') <^i8 Strecke A B ausserhalb im 
Verhältnis ft, d. h. so, dass absolut genommen A Q : B Q 
= p : 1 ist, so ei-giebt sich 

3, ,. = =^&, ,. = '--?. M. = ...o 
bilden die Punkte ABPQ ein harmonisches 
Punktsystem, geschrieben [AB, P Q] , A und B 
bilden das eine Paar, P und Q das andere Paar kon- 
jugierter Punkte. Eliminiert man A zwischen den 
Gleichungen für | und |' bezw. für jj und 1;', so er- 
hält man 

i) i^. + ^.) ii + r) - 2 (X, X, + § t) 

(yi + yJ (^ + >?') ^ 2 (y, y^ + 1, ■1^). 

"Weiss man, dass A B P Q aui derselben Geraden liegen, 
so ist Jede der beiden Belationen 4) die DÖtige und 
hinreichende Bedingung dafür, dass die 4 Punkte ein 
harmonisches System bilden, d. h. daas P die Strecke 
A B innerhalb im selben Verhältnis teilt wie Q ausser- 
halb. Man sagt auch A und B sind durch P und Q 
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20 I, Abschnitt,. Koordinaten und I'nnkt, 

Jiarinüniscli geireiiut und beweist mittelst der 
einfachsten Sätae aus der Lehre von den Proportionen, 
daas dana auch P und Q durch A und E harmonisch 
getrennt siad. — 

Die Strecken A P und B P sind entgegengesetzt 
gerichtet, A Q und B Q dagegen gleichgerichtet j um 
diesen Unterschied ea kenazeichnen, wolleu wir sagen, 
P teile die Strecke A B im Verliältnia —A : 1, d. h. 
wir wollen als Teilungsverhältnia auch negative (ge- 
strichene) Zahlen zulassen, uad wissen, dass diese 
nur Punkten innerhalb AB zukommen, alsdann ist 

^ ( f^^^^^ I ^i^J^] ' ^' ^' ^^^ ^<*^'^^' 3») oder Zb gilt 
yllgemein für Jeden Wert des Ä (oder ^) , und es ent- 
spricht nicht nur jedem Punkt auf A U ein bestimmter 
Wert dos /l, sondern auch umgekehrt, jedem Wert dea 
Ä ein bestimmter Punkt auf A "B. Eliminiert man also 
1* in 3''), so erhält man 



als nötige und hinreichende Bedingung dafür, dass V 
in die Gferade A B fallt, und man sieht, dass die dio 
Lage vonB beschränkende Bedingung: auf der Geraden 
A B za Hegen, sich umsetzt in die Gleichung 5 zwischen 
den Koordinaten | und tj von P, welche ebenfalls die 
freie Veränderlichkeit eiaschräakt, da nach Wahl z. B. 
von I durch 5) der Wert der Koordinate tj bestimmt 
ist. Man sieht leicht ein, dass 5) nichts anders aus- 
sagt als die charakteristische Eigenschaft der Geraden 
in allen ihren Teilen gleiche Richtung zu haben. 
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§ i. Definition der Kuireiigldcluing. 21 

§ i. Deflnitioii der Kni'TCngleichiiiig und tler 
Koord Inateil- oder Aaalyt) sehen -Geometrie. 

K rve 1 edeutet eigentlich; krumme Linie, im 
Ge„ n tz z Geraden, aber man brauelit es gleich- 
1 el te I n t Linie, indem man die Gerade als Grena- 
fall de krun leu Linien, als Linie mit der Krümmung 
a B eht Die Kurven , welche die Geometrie be- 
t a lfet,a nlfast ausschliesslich sogenannte geometrische 
Orte, d, h. Inbegriffe (Komplexe, Gesamtheiten, Mannig- 
faltigkeiten) aller Punkte, denen eine bestimmte Eigen- 
schaft zukommt (proprietas apecifica nach Fermat), 
Z.'B. ist die Mittelsenkreohte (oder Symmetrie ase) der 
Ort der Punkte , welche von 2 gegebenen Punkten 
gleichen Abstand haben, der Ki'eis der Ort der Punkte, 
welche vom Centrum den Abstand des Radius haben. 
Diese spezifische Eigenschaft kann auch dcruli die 
Mechanik gegeben werden, z. B. der Inbegriff aller 
Lagen (Orte) des Scliwerpuaktes eines Geschosses oder 
die Bahn eines Punktes eines rollenden Kadea etc. 
Die bestimmende Eigenschaft erzeugt die Kurve [wi-sder] 
und gicbt damit die Koordinaten ihrer Punkte, sie be- 
Bchränltt, heisst dies, die Veränderlichkeit eines Punlites, 
der an und für sieb in der ganzen Ebene liegen kann, 
auf die bestimmte Kurve, und damit die Veränderlich- 
keit der Koordinaten auf die jener Punkte. Eine solche 
Beschränkung äussert sich aber (man vergleiche den 
Schluss des vorigen Paragraphen) in Porm einer 
Gleieliung zwischen den Koordinaten, wie f (x, y) = 0; 
55 (r, &) ^: 0, *) welcher die Koordinaten aller Punkte 

*) Dia Zeichen f ; 5P, aind BogennEDte FunktlonsaeloUen und be- 
deuten gleich MdU gesetzt, dass zwlselieii den In Klammern iimter Ihnen, 
gesetzten Baohstaben wie x. nud y, oder r und ^, irgend eine Glui- 
ohung besteht, wodnich sie gegenseitig in Abhanglgfesit gesetzt Bind. 
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22 I- Abschnitt. Koordinaten und Punkt. 

doi" Kurve geuügeii. Nach der Definitiou in § 1 : 
A { (s|y) liegen umgekehrt die Punkte, deren Koor- 
dinaten dieser Gleiohiing genügen, wieder auf der 
Kurve. Die bestimmende Eigenschaft der Kurve und 
damit diese seihst, lässt sich also ia eine Gleichung 
zwischea den Koordinaten umsetzen, und umgekehrt 
diese Gleichuüg wieder in jene Kurve, in derselben 
Weise wie wir ein Tonstück in Noten und die Noten 
wieder in das Tonstiick umsetzen. Das Wesen der 
analytischen Geometrie {oder Koordinatengeo- 
metrie) besteht also darin; Die Gesetzmässig- 
keit geometrischer Gebilde in Gleichungen 
zwischen denKoordinaten umzusetaen, mit 
diesen nach den Regeln der Algebra zu 
rechnen und die gefundenen Esaultate geo- 
metrisch zu deuten. 

Wie also der Punkt äq^uivalent gesetzt wird einem 
Wertsystem x | y seiner Koordinateu, so wird die Kurve 
aciuivalent gesetzt einer Gleichung f (x | y) := zwischen 
den Koordinaten, wobei allerdings noch hervorzuheben 
ist, dass wir Gleichungen von der Form f (x j y) = 
und f (x I y) = 0, wo c eine von verschiedene fest- 
gegebene Zahl ist, als identisch ansehen, weil sie durch 
dieselben AVertsysteme von x und y erfüllt werden. 
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IL Abschnjft. 
Die gerade Linie, 

§ n. Die Gerade sei bestimmt 

a) durch a Punkte, 

b) durch 1 Punkt und die Sichtung. 
Wenn zwei Punkte A uncl B gegebeu sind, so be- 
zeichne A E die Strecke zwischen A und B, A B don 
Strahl, der von A über B ins Unendliche geht, und 

AB die unhegrenate Gerade; welche aas der Strecke 
A B vermöge der unbegrenzten Fortsetzbark eit nach 
beiden Seiten lila entspringt. 

In § 3 ei'gab sich die Gfleichung cler Geraden, 
welche durch 2 gegebene Paukte A { (s, [yj und B 
{ ('^Ija) gs'i''- Insoferu der Punkt P jeder beliebige 
Punkt der Geraden sein kann, nennt man ihn beweg- 
liclien oder laufenden Punkt, und bezeichnet ihn 
1 Koordinaten) mit x | y. Dann ist 



') 



Xj— X| L X — Xj Xj — XjJ 



Die Gleichung 5) läast sich umformen: 
Neuner weg, streicht auf beiden Seiten x^ y, und re- 
duziert auf 0; das giebt 

5") (^, y -". y.) + (^. y~^ y.) + (^ y,-^, y) -= o 

abgekürzt D = 0. Die Bedeutung der Porni tritt 
hervor, wenn mau die Gloicliuug mit - - sin w mulfi[jli- 
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24 II. AbEcinitt. Die gerade Linie, 

ziert (w bezeiolinet den Koordinatenwinltel). Man sieht 
daaa, dasä nach 2") -^ sin w (s^ y^— s^ y^) der Inhalt 
dos Dreieeks A B ist und— D sin w nichts andres als 
der Inhalt des Dreiecks A B P, Die Oleichung 5* (äijui- 

O . 
valent mit 5) sagt also aus, daas wenn P auf A "B liegt, 

der Inhalt des Dreiecks ABP verschwindet, ist also 
wieder die tTehersetzung einer charakteristischen Eigen- 
schaft der Geraden in die Sprache der Algebra. Um- 
gekehrt ist ebenso klar, dass, wenn Dreieck A B keinen 
Fläoheniiihalt hat, der Punkt P in der Geraden A B liegt. 



Ist A { (a I o) und B { (o I h) d. h. liegt A in der s- 
Axe und TJ In der y-Ase, so geht 5) nach leichter Um- 
formung üher in 

das ist die sogen. Axengleichuug der Geraden, oder 
auch Axeuform (der Gleichung) der Geraden; schafft 
mau die Nenner fort, so erhält ma» x b -f- y a ^= ab, 
und daraus (nach Multiplicatiou mit sin w) den be- 
kannten Satz von der Gleichheit der Erganzungs- 
parallelogramme; und umgekehrt ist 6) die Ueber- 
sctzuHg dieses Satzes in die Koordinaten-Sprache. 



In § 3 ergab sich allgemein — 
1 für ein rechtwinkliges System \ 
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§ 5, Bostimiimngea der Geraden. 25 

Quotiont -; — -. r bezw. tg « teisst der Kichtungs- 

faktor der Geraden und werde mit t hezeichuet. Eine 
Vortausciiung von (x, | y^^) mit (s, | jj) bewirkt nur eine 
Veränderung von a uro 2 Rechte, ändert also den Wert 
von t nicht, so wenig wie die Vertauachung von x^ j y^ 
mit xjy^. Durch EiaEiihruag von i geht die Gleichung 
der Geraden iiher in 

') y-j. = • (»-'.)• 

Die Gleichung tg a ^ ■— p bestimmt dann 

die beiden um 2. E. verschiedenen Winkel , weiche 
die von (x^ly,) ausgehenden Strahlen der Geraden 7) 
mit + X bilden. 

Der Par.illeliatnna zweier Geraden ist äquivalent 
der Gleichheit ihrer Eichtungsfaktoren. 

Ist (xj y ) = (0 1 b), so erhält man auä 7 

7a) j_.x_b:=0 

Die linke Seite dieser Gleichung 7* bezeichnet man 
ala Form L dei Geiaden, indem mau y — ik— b --^_ L 
setzt. Für die Punkte dei Geraden nimmt die Form 
den Spezialweit ia, wahrend für jeden Punkt P 
{(sp)yi), der nicht luf der Geraden liegt, der „orts- 
fremd" ist, die Foim Tj =: y^— ixp-b von SuU ver- 
schieden lat 

Die beiden Gleichungen 6 und 7* sind dadurch 
ausgezeichnet, dass sie die Gerade nur durch 2 Kon- 
stanten, d I fest gegebene Zahlen bestimmen. Durch 
alle Weite von a und h, ausgenommen 0, bezw. von 
t nnd b ausgenommen + oc , ist eine und nur eine Oe. 
rade bestimmt, umgekehit bestimmt Jede Gerade, die 
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26 II. Abschnitt, Die gerade Linie. 

nicht durch den K^ullpunkt geht, ein Wei'tsystein von 
a und b, und jede Gerade mit Ausnahme der Y-Ase 
und ihrer Parallelen ein Wertaystem von i und b. Mit 
der angegebenen EiasuhrankuDg' sind also a und b, 
bezw. I und h JCoordinäteü. der geraden Linie im 
Sinue der Doflnition, es sind Linienlioordiuaten. 



eine Gerade aufgestellt sind, stimmen darin 

Grade sind. Umgekehrt ist jede Gleichung 
vom ersten Grade in s und y: as + g y-y = 
{abgekürzt: U = 0) die Gleichung einer Geraden. Den» 
wenn j-^J^i^O, so kann man U durch y dividieren und 

erhält, wenn man — = a und -^ = h setzt: 
a ■ ß 

A = ^ + -^- — 1 = 0, d. b. die Gleichung der 

Geraden, die durch die Punkte (a|ü) und (o|b) gebt. 
Dividiert m»n TT durch j?, und setzt man alß^= — r, so 
erhält man L ^= y—ix — b ^^ 0, d. h. die Gleichung der 
Geraden^ welche durch den. Punkt (ofb) geht und den 
Bichtungafaktor r hat. Diese Gleichung giebt fü.r 

y = 0,x = = a, woraus die Identität der Ge- 
raden A ^ und L =^ hervorgeht. 

Ist in TT die Grösse y ^ 0, so wird durch ,8 divi- 
diert.; ist ß auch gleich 0, so hat man x ^ und dies 
ist die Gleichung der T-Axe, wie y = die Gleichung 
der S-Axe ist. 
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§ 5. ßestjmmnngen der Geraden. 27 

Da alsQ jede Gleichung ersten Grades eine gerade 
Linie darstellt, ao ist es gerechtfertigt, die Gleicimngen 
ersten Grades lineare zu nennen, da linea ursprünglich 
nur die Gerade bedeutet. So stellt z. B, die Gleichung 
2 X — '6 y— 1 = die Gerade dar, welche die Strecke 

— von + X und die Strecke -^- von — -Y absclineidet ; 

2 

der ßichtungsfaktor i ist-,-, wird w als 60" ange- 
nommen, so ist a =^ 23" 24' 47". 

Die Gleichung 10 x + 4 y— 6 = 0, ideutisch mit 
5 X + 2 y— 3 — 0, stellt die Gerade dar, welche die 
Strecke 0,6 von + X und die Strecke 1,5 von -fT ab- 
schneidet, der ßtchtungsfaktor i ist —2,5 d. h, für 
w = 30° ist a^47°0'51". 

Ist 1 = 1, 30 ist sin a = sin (w — a), also da 
w nicht gleich 2 Rechten sein kann, a^ w/2 bezw. 
W/2 + 180. Die Gerade y— x = halbiert a!so den 
Koordinaten Winkel uad seinen Scheitelwinkel. 

Ist I = — 1, so ist sin « = — Bin(w— «), also 
a = w/2+90 bezw. w/2 + 270. .Die Gerade y + s 

— halbiert also den Nebenwinkel von w. 

Die Gleichungen y^x — b =^ und y + x — b' ~ 
stellen stets zwei Gerade dar, weiclie den "Winkel- 
halbierenden des Axenkreuzes parallel sind, also auf- 
einander senkiecht stehen. Ist w = 90, so teilen die 
ijeiden Öchaaren von Geraden, welche man erhält, wenn 
man b und b' alle möglichea ganzzalüigen Worte giebt, 
die Ebene in kongruente Quadrate mit der Diagonale 
1 (die Mitten dieser Quadrate haben in der Theorie 
der komplexen Zahlen eine gewisse Bedeutung.) 
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11. Abschnitt. Die gerade Linie, 



§ 6. Kombiniition zweier Geraden. 

Die Koordinaten des Sulinittpiiriktes zweier Ge- 
raden TJj = und TJj = sind durch die l'orderuDg, 
beiden linearen Gleichiingen zu genügen, eindeutig be- 
stimmt. Seien z. B. L, = y— r, x—h, = und L^ = 
y—i:^ s — b^ = gegeben, bu werdea die Koordinaten 
des Schnittpunktea 8 { (xs 1 ys) bestimmt durch die bei- 
den Gleichungen 

ys-r, Xs-b, ^ 

yg— «:, Sg~L, = 0. 

b,— b, , b, t.~\ r 
Es ergiebt sicn : Xs ^^ und ys = 

8 ist also völlig bestimmt, ausser für t^ = i^. In 
diesem Falle werden sg und y^ beide unendlich, der 
Puülit 8 existiert im Eudliehoa niclit, man sagt seit 
Dag 1639 Sr ge im Unendlicheß, und 

find t n ^= d \i bekannte Bedingung für den 

P 11 I u n I u ! L, wieder. 

I t h 1: =: ist ys = 0, d. h. 8 liegt auf 

d X A t 1 = 1 so liegt S auf der T-Äxe, was 

ap a d Bdtng von b klar iat. 

N I t 1 & h ttp nkt interessiert der Winkel 
^ dnL atL en i Uesst. Um hier die Zwei- 
d ut k t a hl ü verstehen wir darunter den 

W nk 1 u w 1 1 n n lio Gerade L^ im positiven 
S nn 1 h n m da t sie iu die Eichtung von L^ 

g 1 g AI t 1 Winkel ^ gleich a^—a^. Für 

=. 00 t t .? =^ — i^ . Ist r^ =3: t^, so iat * -^ 0, 
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§ 6, Kombination zweier Geraden. 29 

be/w. 2 Iteclite. Ist ^ = 90", so ist 1 + i, r, = 0, 
und Hin gekehrt ist 

8) t, ., + 1 ^ 
für recktwinkligeKoordinataudie Bedingung 
dafür, dass zwei Geraden auf eiuau der senk- 
recht stehen. 

Ist w=|:^90°, so erhält man 

dingung des yenkrechtstehens 

8«) 1 + ., ^, + cos w (., + .,) = 0. 

Beispiele: 1) L, =y-|-x-|--0 

L, = y— 2x— 3 = 
Xg := — 2, ya = — 1, wie sofort zu verifiaieren dadurch, 
dass man diese "Werte für x und y in beide Gleichungen 
einsetzt. 

2) L, ^ y— 2x + 1 = 0; L, = y + -^x— 1 = 0, 

w sei 90", dann ist I -|- t, Cj = 0, also * = 90"; x., = 0,8, 
y.-0,6. 

Die Gleichung U^ = ;. IT, -]- ^ TJ^ = 0, wo A. und 
/i beliebige Konstanten sind, ist linear und stellt eine 
Gerade dar, welche durch den Schnittpunkt S der Ge- 
raden U, = und Uj = hindurchgeht. 

Umgekehrt ist jede Gleichung ¥„ := 
einer Geraden, welche durch den Schnitt- 
punkt S der Geraden U, =^0, IJ,=0 hindurch- 
geht, von der Form ^ U. + ^ ¥, = 0. 

Der einfachste Beweis dieses Satzes, der Methode 
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nach, wäre es, jn die Gleichung (7) Uj — y— ya — 
T (x — Ss) — der Geraden, welche durch 8 geht, für Xs 
und ye ihre "Werte einzusetzen ; man erhält dann durch 
etwas EechnuQg Uj :^ (ß^ t -j- a^) U,— [^, r + Oj) tF^. 
Man sieht aber auch ohne Rechnung, doss, falls U, 
und TJj die Formen verschiedener Geraden sind, jede 
lineare Form TJ, = as -|- ßy — ;- sich in die Gfeatalt 
^ TJ^ _|_ ^ U^ _|^ bringen lässt , wo die Gleichungen 
a — Äa^ -\- fia^' und ß = Aß, + nß^ die J^ahlen A und /t 
bestimmen, und e von x und y unabhängig ist, TJ, ^^ 
stellt eine Gerade dar; soll sie durch 8 hindurchgehen, 
so masB U, für (xglya) gleich sein, d. h. wenn "Üj 
ond TT, beide gleich sind , musa TJ^ z::z sein, d, h. 
c^O. 

Man kann die Eelation zwischen 3 Geraden, welche 
durch denselben Punkt gehen, auch ia die Form bringen : 

9) ATI, + v!, IT, + ^¥j^0; 
sie ist syminetrisch und folgt aus der Identität von 
f(s|y)^0 mit cf(xly) = (8chlus3 von § 4). 



Kombiniert man eine Gerade L = y— ix— b=0 
mit einem ortsfremden Punkt P ^ (xp|yp) (Fig. 5), ao 
interessiert zunächst der Abstand P Q. Es ist PB = 
P 0— B C = yp— B CEC ist = rxp + b, also P B = 
yp — iXp— b =; Lp, wo Lp den Wert bedeutet, den die 
Form L für dia Werte x = xp und y = yp annimmt. 
Lp ist also der in der Richtung von — y gemessene 
Abstand des Punktes P von der Geraden, speziell ist 

L^=:— b. 

Für die abäolate Lange von P Q erhalton wir hier 
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§ 6, Kombination z 



e Geraden. 



±L„, 



i(a — w). Damit PQ, der Älistand im engei 
immer das Zeiciieti von. Lp liabe, setzen w 
iha =Lp |3in(w — o)|, wenn wir nach "Weierstrass di 
abaoluton Betrag irgend eiaer Zaiilengrösae a mit [ 
bezeichnen. 




Die aieichung der Geraden P Q ist (7 uad 8) iiu 
rechtwinkliges Koordinatensystem : 

10) y-yp=-4(x-xp). 
Ist w =1= 90", so ist 



Für die Parallele durch P zu L gilt bei heliebigei: 
? die Gleichung 

10»)y-y„™.(x-^x,) 
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§ 7. Die Hesse'sclie oüer Horinalform der Geraden. 
Gegeben ein Parallel-Koordinaten System mit dem 
Koordiuateuwiukel w (Fig. 6}. Sei 0' ein beliebiger 




Flg. 8 



Punkt, die Mitte von 0' sei M [ (^ | /.) und M ^ p. 
Alsdann ist 0' { (2 Ä\2 ^i). 

Sei P I (x| j) ein Punkt, der von und 0' gleichen 
Abstand bat, alsdann ist nach 2) 

(i -2 -1)" + (y-3 rt" + 2 (i-2i) (j-2 ri »OS w 

— x' + y' -1- 2 xy C03 w 

alsu da ; i' + ^' + 2 ^/t cos w = p', folgt uaeli Division 

•) x(i + pcosw) + y(, + icoBw)-ii" = 0, 
Da aller >t : p = sin ß : sin w ; ^ : p = sin a : sin w, ferner 
sin j = sin (W-.) und sin . = .in (w-j), so folgt 
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§ 6. Koordinaten zweier Geraden. 33 

b) X cos « 4- y coa ß — p — und nebenbei : 

c) cua ß =L cos (w— b) cos a = oos {yr—ß). 

Da b) linear in x und y, so ist analytisch bewiesen, 
dass der Ort desPunk tesP eine gerade Linie 
ist, die durch M geht. 

Da mit Beautaung von a) sofort ersichtlich, dasa 
M" + M P= =^ P' ist, 80 steht M P auf 0' aenk- 
recht. Da nun zu jeder Geraden der Qegenpunkt 0' 
in Bezug auf konstruiert werden kann, so ist b) die 
Gleichung aller Geraden, wenigstens aüer, für die M 

Damit b) für alle Geraden gelte, setzen wir feat; 

1) dass B, im positiven Sinne gezählt, gleich oder 
grösaer als und kleiner al n 

2) dasa p poaitiv oder negativ f, n um w rde, je 

naohdera der Strahl M sei! S 1 k 1 les Win- 
kela a ist, oder seine Verlang } 

3) dass ß den Winkel misst, n d m den be- 
weglichen Schenkel von a im positiven Sinne drehen 
muss, damit er auf -f- Y fällt. 

Danach gilt b) allgemein für jedes Parallel- 
koordinatensystem und jedeö-eradeMP, und 
wir haben in der linken Seite von b) die Hesse'sche 
oder Normalform der Geraden*), wir werden sie mit 
H bezeichnen, so dass also 

H) H = xcosa + yco3p-p = 
die allgemeine Gleichung der geraden Linie ist. Die 
Form H enthält die beiden ßichtungafaktoren cos « 

*) Bio Fastsatanagan welohsa von deEBE Hesss's ab, Ali p atota 
positiv nimmt und a von bis stc zSblt. 

Simon, Analytieohs Geomstrie der Ebene. B 
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und cos ß, z^risßlieii denen die Relationen c) bestehen, 
und dazu noch den Abstand p, sie hängt also nur von 
2 Konstanten ab, sie gilt auch noch, wenn p ^ ist. 
Da von auf alle Geraden, welche untereinander 
parallel sind , nur Eine senkrechte Gerade geht, so 
haben parallele Gerade gleiche ßichtungsfaktoren, und 
unterscheiden sich nur durch die verseil iedenen Werte 
des p. 

Sind X cos a + y cos ß~-g, = und x cos a + y cos ß 
^p'=0 oder kürzer H=0 und H'^0 die Gleichungen 
zweier paralleler Geraden, so misst p^ — p den Abstand 
der Parallelen Hj von H; derselbe ist positiv oder 

H, nach H gefällten Lothes der Richtung 
des Strahles GM entgegengesetzt oder 
gleich ist. 

Die Gleichung der Parallelen H' kann geschrieben 
werden 

Giebt mau hierin d alle Werte von — oj bis + cd, 
so. genügt jeder Funkt P | (xp | yp) einer dieser Gleich- 
ungen und 

dp = xp cos a + yp cos ^ä— p 

misst den Abstand P Q des Punktes P von der Ge- 
raden H, wenn man P Q positiv oder negativ nimmt, 
je nachdem der Strahl P Q dem freien Schenkel des 
Winkels a entgegengesetzt oder gleichgerichtet ist. 

Die Gerade H erscheint hier als der Ort der 
Punkte, welche von ihr den Abstand d ^ haben. 

Die Hosse'sche Form hat 3 Vorzüge, 
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sie gilt 1) für alle Koordinaten Winkel, 2) für 
alle Geraden, 3) giebt sie für jeden orts- 
fremden Puakt durch Einsetzung seiner 
Ji;oordinateB in die Form den Abstand. 

Der Uebergang von der allgemeinen Form U zur 
Hesso'sehen Form K vollzieht sich folgeaderraasaen. 

Sei U^as + by— /eine beliebige lineare Gleich- 
ung, und pTJr_^H, wo /* eine Konstante, so stellen 
r = und H = dieselbe Gerade dar (Schliiss von 
§4). E-i muss dann fta = co3a, ftb = cos /?, fty = 'p 
sein. Da nach Gleichung c) coa ^= cos (w— a), so ist 

'^ ^ + l/a' + b^-2abcosw 
Das Zeichen der "Wurzel ist durch die Gleichung 

cos n T^ «a bestimmt, da tg a = v— — , Bo ist «, 

'^ ' ° a sm w ' 

weil < iT, völlig bestinimt; und aomit auch cos«. Ist 

tg a > 0, SO ist auch cos a > 0, ^ hat das Zeichen von 

a, ist tgtf < 0, so ist cos « < 0, p, bat das Zeichen von 

— a, Ist w := 90°, ao ist tg o ^= — , die Wurzel hat 

das -\- Zeichen, wenu b uad a gleiches Zeichen haben, 

das Minuszeichen im entgegengesetzten Falle. Ist 

h ;^ und w := 90", so gilt das Zeichen von a. Ist 

3 
a = 0, 30 ist «=^90", ^ = -x-rc + w. 

Ganz ähnlich voliziebt sich der TJebergang von der 

Axenform \--r- — 1 zur Hesse'schen, nur daas ft 

gleich p ist. 
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§ S. Gerade Aurch denselben Punkt, harmonische 
Itciiiehung, 

Schon iu § 6 ergab sich ala nötige und hin- 
reichende Bedingung dafür, daas drei Grade U, ^^0; 
U,^0,; Uj^O (kürzer; U, ; U^ ; TJ,) durch denselben 
Punkt S gehen, die Relation; 

9) J., U, +Ä^V,+ A^ TJ, = 0, wo die X Kon- 
staBten ; sie sagt aus, dasa Jede der TJ verschwindet, 
wenn die beiden anderen U zugleich sind. Da 
allgemein cTJ = wenn c eine Konstante | TT = (§ 4 
Schiusa), BO kann man der Relation 9 auch die Form 
geben: 

12) Uj ^ IJj — iU, 

Die Gleichungen der Geraden U, und TJ^ mögen 
in der Normaliorm gegeben sein d, h. TT, =^ H, ; TT, l^= H^, 
dann ist Uj = H, — -iH^ die Gleichung einer Ge- 
raden, welche durch den Schnittpunkt S von H^ nnd 
Hj geht. Läast man X von — ■ ^ bia -|- '^ variieren, 
so stellt H, ^ /tHj alle durch S gehenden Geraden 
dar, sobald man festsetzt, daas für .i = 4; co TTj 
l Hg sei. Für eine bestimmte unter ihnen ist A kon- 
stant, nnd da für sie ;! ^^ Hj :Hj, so folgt, dasa Imgst 
der Geraden Uj auch H, :Hj, das ist das Vethiltnia dei 
Abstände aller Punkte auf üj von den Geraden H, 
und Hj, konstant ist und umgekehrt folgt, dass dei 
Ort aller Punkte, deren Abstände von zwei 

eine durchs gehende Gerade F, = H,—iH, ist. 

Bezeichuet man die Winkel, welche Ü, mit Hj und 

Hj macht (in Fig. 7 durch die spitzen Winkel zwischen 
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H und H, gezogen) mit u und v, so ist X =+ — " 

je nachdem die bpiden Abstanle H uu l H^ gleiijhes 
oder eotgegengesetztes Vnzeichen haben, was\OJi der 
Lige des Asenkieuze^ ibliaogt Innerhalb des Winkels 
(u + v) kehrt dasselbe Ä iur keine zweite Üeiade U 
wieder, da X das Zeichen nicht wechselt und die ah- 
soluten Betiage YOn -J, Hdnn U sich von H^ durch den 
"Winkel (u + v) nach H, dieht, foitttabiend wachsen, 
^on bis cc Tiift dagegen die sich drehende Gerade 
jn den Nehenwinkelraum, &o behalt der eine Abstand 
seine Eiohtiing und der andeie we:.hselt aie d h ;t 
wei,h=!elt sein Zoi^hen, die absoluten Bett ige des ^ 
fallen von o bis '^u. ledem Wert des X luneihalh 
(u + V) gehirt Jso ein "»udeiei zugeoidnetei ^'im 
Neh en winkelt aum, sodass -1'+ X= Q isi X vA nipdei 
— -|-ilI!.JL. IstU, = H,— /IHj, so istUj = Hi4-,iF,j 

sein zugeordneter Strahl beaw. Gerade. 

Man sagt : Die Geraden (Strahlen) H, ; H^ ; TT^ ; U. 
bilden ein harmonisches Strahlenbüschel, oder 
auch : Die Geraden H, und H^ werden durch TJj und 
tr^ harmonisch getrennt. 

Man sieht sofort, dass TJ^ der zu H, ; B^ ; U^ au 
U, zugeordnete (konjugierte) harmonische Strahl ist. 
Aus Uj ^- H, — ^H„ XI^ = H, 'I- -iE, folgt : 

H, {'A (U, + UJ {^^H, + ^,H„ 

-«H^{7> (U. - TTjj^.H, - P.E. 

Da allgemein (nach § 4 Bchluss) ^»11 ^ cH, so 
heisst dies: 
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H. (H3 — vH^; H3 (H3 + vH^ 
d, h. die Geradea IJ3 und U, werden auch umgekehrt 
duruh H, und H^ harmonisch getreunt, und man 
sieht, dass allgemein 

ö"^ = ; u, ^ i u, — ^ r, ; U, + i F, 

die GleickungeB vier harmonischer Geraden 

Da die harmonische Beziehung von 4 Geraden nur 
von den Winkeln u, v, u', v' der Sti-ahlen unter aich 
abhängt, so folgt; Die harmonische Beziehung 
ist vom Koordiaatensystem unabhängig, ist 
sie also fttr irgend ein Koordinatensystem nachgewiesen, 
so ist sie os auch für jedes andere. 

Schneidet man ein harmonisches Büschel 
durch eine beliobige Gerade, so wird das 
Büsoiiel in vier harmonischen Puukten ge- 
schnitten. 

Beweis: Man kann die Schnittgerade ÄQ zur x-Äje 
machen, U, zur y-Axe. Dann haben wir für U^ : x=0; 

U, sei -^ + -^ 1. <lann ist U^ ^ x ~ i U,; 

U, = x-|-/lU,, A ist dann (0|0), AG ^ a; C ist der 

Punkt auf IJ,, für den y = 0, also C |(a ;0); 

AP= y, AQ— — T— s-, woraus unter Bemcksichtig- 

ung, dass P innerhalb und Q ausserhalb, sofort 
AP _— AQ 
"ÖP"^ CQ ■ 
Umgekehrt folgt: 
Verbindet mau irgend vier harmonische 
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Punkte mit einem Punkte S, so entsteht ein 
harmonischea.E üschel. Zieht mau von einem Puakt 
Q auf einen der Strahlen z. B. T, (Fig. 7) zwei Quer- 
linien (Tranaversalen) durch das Büschel, und ver- 
bindet ihre Schnittpunkte auf den nicht zu U, zu- 
georijneten Strahlen Üher Kreuz, so schneiden sich 
diese Verbindungslinien auf dem au TJ^ konjugierten 
Strahl U,. 




Der Satz ist eine unmittelbare Folge des vorigen 
und der Eindeutigkeit der harmoniai,hen Beziehung 
Der analj tische Beweis gielit aber ein gutes Beispiel, 
welchen Nutzen die freie Verftigharkeit über das Ko- 
ordinatensystem gewählt 

Sei (Fig 7) l\ die S Axe, XI die Y-4se, so das3 
also U, = y, TJj =x, Uj = y — ^x V^—y-i-^x ferner 
a[ (.10); A- ((.'10), o((01«);C'{(01,.>) 
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IT, durch S j (0 | 0) geht, so ist r = 1. Elienso ist für 
die Gerade, welche den Schnittpunitt B' von ÄC und 

Ä'C mit S verbindet, deren Form ÄC — j-'A'C ist, 

j.' = l, undda AC'-~A'C von A C — A'C (d. h. UJ 
aur durch das Vorzeichen von y unterschieden^ so ist 

8_S' {CI, 



Wird das Viereck S A' S' C als System der 4 
Geraden, weicte seine Seiten bilden, aufgefaast, so ge- 
hören Eum vollständigen Vierseit auch die Ecken 
A und C, während SS', A C und A' C' die ävei Dia- 
gonalen sind und man hat den Satz: 

Im vollständigen Vierheit teilen die Dia- 
gonalen einander harmonisch. 

Der Satz lässt aicli auch fast frei von Beolinung 
beweisen mit demselben Gedankengang wie in der ge- 
wöhnlichen Geometrie. 

Seien: U, ; U,; U^ — /t U,; U, + ytlT, ein har- 
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moniBches System, und U, ; U',;!!, — ^' U'^; Uj + '^' ü' 
ein zweites, welches mit dem erateii Einen Strahl, hier 
TJ, gemeinsam hat, Ba ist ; 

u, — TJ'3 = u\ - Tj, = ^' u', — -i r, 

und daUj 1= U'j, so heiast dies : Die i harmoni- 
schen Strahlenpaare schneiden sich auf eia 
und derselben Geraden. 




Da ferner; 
ü, — U'j^U',— U„^^TJ, + Ä'V\, «nd JJ, ==U\, 
so liegen auch die Schnittpunkte von IT. und U'», 
U'^ und TT3, U, und r'„ IT, und U', aetzteres = U,) 
auf Einer Geraden. Dies ist der Satz vom voll- 
ständigen Vierseit, und zwar in der (ih ersichtlichen 
Fassung : 

Durch jede Ecke eines vollständigen Vier- 
seits gehen 3 Strahlen, die beiden Seiten und 
eine Diagonale, der zur Diagonale zugeordnete 
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Beim eraten Beweis ergiebt sich durch Vergleich 



.SC. SC 



CC'.SA.SA' 
Da X nach § 8 gleich dem (mit bestimmten Vor- 
zeichen versehenen) Verhältnis der AbatÜnde des Punktes 
Q von IT, und TT, ist, so ist 

+ ^ = AQ sin n : CQ sin y, 
wo a den Winkel 8AQ und y den Nebenwinkel von 
SCQ bezeichnet. Nach dem Sinussatz ist sin « : sin y = 
SC: SA. 



also + X - 



AQ 8 C 
CQ 



.^ , AQ AA' SC , 
^<'™'^i'-'C-Q"=-CC-l?Ä^ oder 

13) AA'.SC'.CQ _ 

SA'.CC.AQ ~ ' ^ 

Das Minusaeiolien ist eine Folge der 
in § 3 über die Teilungs Verhältnisse ei 

Wir haben den Satz des Menelaos (98 p. Chr.) 

einer Geraden (Transversalen) geschnitten, so 
sind die Produkte der Wechselabsohnitte ent- 
gegengeaetzt gleich. 
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g 8. Gerade durch denselben Punkt, härm. Beziehung. 43 

Geht man von U^ aus, ao findet man, dasa ent- 
weder -f- oder — -i auch gleioli dem Verhältnis der 
Abstände des Punktes P tou SA und SC ist, woraus 
sich ergiebt; 

AA'.SC'.CP , , 



SA'.OC'.AP — -i- ->- 

Dies Eesultat ist auch eine unmittelbare I'olge von 
13), wenn man bedenkt, dass AP:CP = — AQ:CQ ist. 

"Wir habea damit den Satz des Ceva (1699): 

Sohneiden sich drei Ecktranaversalen 
eines Dreiecks in einem Punkt, so sind die 
Produkte der Wechselabschnitte einander 
gleich. 

Beide Sätae, Meaelaos und Ceva, sind umkehrbar, 
und darin besteht ihre Bedeutung. Also ; 

Liegen 3 Punkte auf den 3 Seiten eines 
Dreiecks so, dass die Produkt e der Weohsel- 
abschnitte entgegengesetzt gleich sind, so 
liegen die 3 Punkte in Einer Geraden. 

Liegen 3 Punkte auf den Seiten eines 
Dreiecks so, dass dieProdukte der Wechsel- 
abscbnitte gleich sind, ao achneiden sich die 
3 zugehörigen Ecktrans versalen in Einem 
Punkte. 

Man sieht, daaa so bald man einen Teilungspunkt 
einer Dreieekseite durch seine harmonischen (in Be- 
zug auf die Ecken) ersetzt, die Gleichungea des Mene- 
laos und Ceva in einander übergehen, es gehören 

welche durch Vertauschung eines Punktes, zweier Punkte, 
dreier Punkte, mit ihren harmonischen auseinander^ 
folgen. 
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44 n. Abschnitt. Die gerade Linie. 

Es mag auch bemerkt werden, dass der Satz vom 
vollständigen VierBeit eine unmittelbare Folge des 
Menelaos und Ceva ist. Von beideu Sätzen giebt es 
aai\Ireiche Anwendungen, so lassen sich z. B. die Sätze 
über die Winkelhalbierenden dea Dreiecks, der Satz über 
das Sohneiden der 3 Höhen, der drei Mittelsenkrechten 
etc. ohne Mühe mittelst des Ceva beweisen. Unmittel- 
bar klar ist, dass die 3 Schwer- oder Mittellinien sich 
in einem Punkte schneiden. Ebenso leuchtet der Satz 

ecks mit den Berührungspunkten des Inkreises 
verbinden, achneiden sich im selben Punkt. 

Denn die Tangenten von einem Punkt an einen 
Kreis sind gleich. Aus diesem Satz folgt sofort, indem 
man aüe 3 Beriihrnngsp unkte durch ihre harmonisehen 
Punkte ersetzt, der Satz; 

Die 3 Berührungssehnen des Inkreises 
schneiden die Uegenaeiten in 3 Punkten, 
welche auf Einer Geraden Hegen. 

Analoge Sätze gelten für die Ankreise. 



Das harmonische System, welches sich am natür- 
lichsten darbietet, ist das System Hj ; H^ ; H, — H^; 
H, -j-H^; in welchem Ä den "Wert 1 hat; nach der 
Festsetzung der Bedeutung von .1 in § 8 ist klar, dass 
H, — Hj; Hj-j-Hj die Geraden sind, welche die 4 
"Winkelfelder awischen Hj und H, halbieren. Also: 

Zwei sich schneidende Geraden und die 
beiden Halbierungslinien ihrer Winkel 
bilden eiuharmonischesStralilenbüiidel.ao- 
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§ 9. Die Gleichung des Punktes. 4E 

wie die TJmkehrung (die beideu "Winkelhalbierenden 
stehen auf einander senkrecht, waa auch analytisch so. 
fort durch Gleichung 8 gezeigt werden kann). 

Wenn von vier harmenisohen Strahler 
das einePaar auf einander senkrecht steht 
80 halbieren diese den Winkel zwischen den: 



III. Abschnitt. 

Der Punkt als Träger der sich in ihm 

schneidenden Geraden. 

g 0. Die Oleichiiug <\va Punktes. 

SeicD cos a, cos ß, p die Koordinaten einer Geraden, 
wo nach c) coa ß = cos (w~a) , also wenn w — 90" 
aos^a -|- cosV = 1 ist; haben cos «, cos ß, p feste Werte, 
HO hestimmeu sie eine Gerade H x cos cc -|- y cos ^— p 
= 0, wo X und y, als veränderlich und als Punkt- 
koordinaten aufgefasst, alle Punkte dieser Geraden H 
liefern. Sei P (x^ |y,) ein bestimmter unter ihnen, so 
dass X, cos a + y^ cos j5— p = 0, so sieht man, dass, wie 
auch cos «, cos ß und p sich ändern, wenn nur die Ke- 
lationc) bestehen und die Gleichung x, ao3a-{-y^ cos ß — p 
erfüllt bleibt, diese stets eine der unzähligen Geraden 
darstellt, welche durch den Punkt P j (x, I yj hindurch- 
gehen. Bezeichnet man cos a, cos ß, p als variabel mit 
u, V, w, und X| und y^ als Konstante mit A, B, so 
liefern die sämtlichen zulässigen Wertsjsteme von u, 
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46 T>. Funkt als Träger d, sich in ihm schneidenden Geraden. 
T, w alle Geraden und nur die Geraden , 'welche 
durch den Punkt P (A ] B) hindurchgehen und dieser 
erscheint als Träger der unzähligen Geraden, welche 
die Gleichung darstellt; 

1) Au + By— w = 0. 

Diese Gleichung hoiast die Gleichung des 
Punktes P((A|B) iß {Normal)-Linienkoordi- 

Koordiuaten 1) genügen, auf Einem Punkt, 
gerade wie alle Punkte, welche der Gleichung H:^0 
genügen, auf Einer Geraden. 

Es tritt hier das zuerst von Poncelet iormulieite 
wichtigste Prinzip der modernen Geometrie , das 
Dualitätaprinzip, scharf zu Tage, wonach zu 
jedem Satz üher Punkte und Gerade (in dei Ebene\ 
dual ein zweiter durch V er tauschung dei Elemente 
Gerade und Punkt ahgeleitet wird. Die Spitze von 
der harmonischen Teilung, Menelaos und Ceva, waren 
schon Beispiele dieses Gesetzes. 

Gehen wir von der speziellen Eorm U :=^ as -[- ßy — 1 
aus, ao bedeuten (cf. §5, 6) a und ß die reciproken 
Werte der Abschnitte, welche die Gerade U auf den 
Axen bildet. Bezeichnet mau dann die Grössen o und 
ß, insofern jede Einzelne von ihnen unbeacIirSakt 
veränderlich gedacht wird, mit u und v, so ist 
au-j-bv — 1^=0 die Gleichung jeder Geraden, welche 
durch den Punkt P (a|b) hindurch geht, und nur 
dieser, somit ist 

N = au+b7— 1. 
die Gleichung des Punktes P in Linienkoordinaten. 
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§ 10, Paiikte auf aerselben Geraden. 4T 

Die Form N (die linke Seite der auf gebrachten 
Gleichung) helsat die NormoUorm (der Gleichung) 
des Pttnktes, sie iat von der allgemeineren Form 

M = au + bv— c ^ 
nur dadurch verschieden, dass in N der Punkt in Punkt- 
koordinaten hestimmt iat durch P (ft'b), während er 
in M durch die Koordinaten a/c und b'c bestimmt ist; 
die Linienkoordinaten a und v haben in beiden Pormen 
die gleiche Bedeutung. Man sieht, dass es nur von 
der Auffassung abhängt, oh eine Gleichung ersten 
Gradea zweier Variabelu (lineare) eine Gerade oder 
einen Punkt darstellt. 

g 10. Punkte auf derselben Oeradeu. 
Seien W, ^0; W, = die Gleichungen zweier 
Punkte P. und P,. Sei P [ W ein dritter Punkt. 
W kann als lineare Gleichung (cf. § 6) die Form er- 
halten -ijW.-f ^,Wj + i„ wo die Ä Konstanten. Für 
diejenige Gerade des Punktes P, welche durch P, geht, 
ist ausaer W auch Wj ^= 0, für die, welche durch P^ 
geht, iat ausser W auch W, =^ 0, fallen beide Gerade 
zusammen, so müssen alle drei W zugleich verach winden, 
d. h. ^j musa = sein, wenn der Punkt P auf der 
Geraden PjP^ liegt, und umgekehrt, , Also ist A^ W, + 
.^ij Wj die Gleichung jedes Punktes, der auf der Geraden 
liegt, welche die Punkte P, W, und P, I W^ (oder 
kürzer die Punkte W, und W, verbindet. Man hätte 
auch wörtlich den Gang vou §6 befolgeu können. Die 
Linien koordiaaten u, und v, der Verbindungsger ad en aus 
"W, =^ und W, ^ berechnen Itöuuen.. 
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48 D. Punkt als Träger d. sich in ilim schneidenden Geraden. 

Maa würde wörtlich bis auf Vertaaachung der 
■Worte Punkt und Gerade, die §§ 5 und 6 wieder- 
holen können, und z. B. die Gtleichung des Punktes 
P der auf zwei gegebenen Linien (u, | v,) und (Uj]Vj) 
liegt, würde lauten : 

Allgemein ist 

W, A, + W, .J, + W, i, = 
die Bedingung dafür, dass drei Punkte W,, W^ 
W, in einer Geraden liegen (cl g 6, 9). Nach der Be- 
merkung vom Schluaa des § 4 läast sie sich auch auf 
die Form bringen: 

W = W, — ^ Wj 
wobei wieder festgesetzt wird, daas für ^ ^= co , W ^ 
W, ist. 

Setzt man in die Form der Gleiobnng eines Punktes 
N 1 au-|-bv— 1 die Koordinaten ue und ve einer 

I Tt^ 
ortafr6mdenGeradeL,aoiatNa=|=0,aberNa 1 " 

l* 
wo fi (cf. § 6 Schluss) nur von u^ und Vo d. h. von L 
abhangt; d. h. Ne ist, abgesehen von dem für dieselbe 
Gerade konstanten Faktor ^, der Abstand des 
Punktes N von der Geraden L. Das Zeichen dea 
Abstandes bestimmt sich nach der in § 7 gegebenen 
Regel, aus der folgt, dass für 2 Punkte, welche auf 
derselben Seite von L liegen, bezw, für Geraden, welche 
die Verb iadungsstr ecke beider Punkte nicht schneiden, 
die Abstände dasselbe Zeichen haben, und im ent- 
gegengesetzten Falle entgegengesetztes. 
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§ 10, Putikto auf derselben Geraden. 49 

Ea sei fnr eine Gerade ue ve : Ni,e + Na,e = 0, als- 
dann ist, wenn wir Ue und Vei als, Jüinaela betrachtet, 
beliebig variabel (a uod v) ansehen: N^Nj4-Na^=^0 
1) die Gfleichung eines Punktes- 2} eines Punktes auf 
der Geraden, welche P, JNjmitP, JS, verbindet; 3) 
eines Punktes, dessen Goraden von P, und Pj entgegen- 
gesetzt gleichen Abstand haben, d. li, : 
N, +N, =0 ist die Gleichung der Mitte M 
von P, P,. Bei N = N,— N, = 0, so ist dies die Gleicliung 

eines Punktes, der auf P^ Pj liegt, und dessen Geraden von 
P, und Pj gleichen Abstand haben, d. h. aber Nj N, — Nj 

ist der Unendlich ferne Punkt auf P,P,. Man 
kann das leicht nachprüfen, da in der Form N^N,— N, 
das konstante Glied. ist, d. b. aber der Punkt N = 
An -\- fiV ^=0 hat die Pnnktkoordinaten Z '■ 0', ^ : 

Seien Nj = 0; N, — 0, N, = die Gleichungen 

der- 3 Ecken A, B, C eines Dreiecks, dann ist N, -J- 

Nj { der Mitte A, von BO; ebenso Nj + N,| B, ; 



N, + 1I,[ C, 












wäbrend 

di. unendlich fernen 


N.-N, = 
Punlil. anl 


: EC, 


OA, 


.0 
AB 


dar- 


Htellen. 

d. L; 1 
lieg., 
ferne 


Es ist nun: 

Jnacii 9). Die uneadlicli fernen 
1 auf Einer Geraden, der u 
n Geraden. 




Punkte 
nendlich 


Slm 


on,in*.ls.l. 


Geometrie der I 


Ibeus. 






i 
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50 D. Punkt als Träger d. sich in ih.m schneidenden Geraden, 

i'erner : 

(N,— N,) + {N^ + NJ— (N, -J- NJ = 
d. h.: die Verbindungslinie der Mittelpunkte 

Es ist "W" = N, + N; + Kj = die Gleichung 
eines Punktea P, (als lineare Gleichung in Linien- 
koordinaten); kurzP N| + Nj + Nj, da aber auch 
"W" ^ N, + (N, + NJ, so Uegt P auf der Geraden, 
welche AJN, mitA, { (Nj + N^) verbindet. Da aber 
W auch = N, + (N, + NJ und = N3 + (N, + N,l, 
so heiast dies: Die3MittelliuieneinesDreiecks 
schneiden sich in Einem Paukte. 

Die Höhenfuaspunkte haben die Gleichungen 
NjCet^J-j-NaCotj"; NjCotj'-|-N, cot«; N, oota + Na'^"''''] 
somit achneiden aich die drei Höhen in dem 
Punkte. 

H^N, cota + N^cot^-I- ^^eoty = 0. 



§ 11. Hnrmonisclie Punkte. 

Es aeien A und zwei Punkte, N, uud N, ihre 
Normalformen, alsdann ist 

W^N,— ^N", =0 
die Gleichung eines Punktes P auf der Verbindungs- 
linie von A und C der innerhalb AO liegt, wenn Ä 
negativ, und wo ,1 = Nj : N^ für alle seine Geraden 
konstant und somit gleich dem T eiluagsver- 
hältnis von AP: PC iat, da zu den Geraden des 
Punktes P auch die in P auf AO Senkrechte gehört. 
Dasaelbe gilt, wenn A. positiv, nur dasa dann P ausser- 
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§ 11. Harmonische Paukte, 



51 



halb liegt. Ist Qeiu Punkt ausserhalb, also N,— ,h.Nj 
wo ft positiv, und ist /i -\- A ~0, ao sind nach dem 
Vorhergesagten, die Punkte Ä, 0, P, Q harmonisch, 
also sind 

N, = 0; N, = 0; N,— AN, ^ 0; N, + AN, = 

Die Gleichungen, eines harmonischen Punktsystems 
ACPQ oder [ACPQ], wo A und C das eine Paar 
konjugierter Punkte, P und tj das andere bilden, oder 
A und durch P und Q harmonisch getrennt 
werden. Es ist üblich, die Punkte in der Eeihea- 
folge au nennen, dass der die Strecke der beiden ersten 
innerhalb teilende an dritter Stelle genannt wird. 

Man könnte immer die Rechnungen und Betrach- 
tungen des § 8 wörtlich wiederholen und würde mit 
Vertauschung der Worte : Punkt und Gerade zu den dualen 
oder reciproken Sätzen gelangen, wobei zu bemerken, dass 
Menelaos und Ceva schon dual sind, da wir beim Be- 
weis schon den Dualismus zwischen harmonischem 
Strahl- und Punktsystem benutzt haben; indessen sei 
noch einiges ausgeführt. 

Zunächst ist, wenn 
mit Wj bezeichnet werdi 

wo N3 und N, 
Q [Z ist hier i 

2 N, ■■ 



Nj— AN, mit W„ N, ^- ^N, 



die Normalformen der Punkte P i 
gativ] alsdann folgt 

W, = N.-,. N, ; W, _ S. + ^ N, 
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52 D. Punkt akTr&ger d. sich in ihm schneidenden Geraden. 

d, h. also W, und Wj werden durch W, und W^ eben- 
falls harmonisch getrennt und das Teilungsverhältnis 

der Strecke PQ ist abgesehen vom Zeichen — --^.^ — 



Es werde noch der duale Sata zum Hauptsatz über 
die harmonischen Strahlen S. 37 direkt abgeleitet, er 
lautet:'W"irdein Punkt mit einem harmonischen 
Punktsystem verbunden, so entsteht ein 

Sei [ÄCPQ] das harmonische System, und S der 
Punkt. Es werde die Distance eines Punktes z. B. 
auf 8Ä von einer Geraden z. B. SP mit d heaeichnet. 
Dann ist *d : ^d langst des Strahles S A konstant 
(ci. § 8) und sei gleich ü, ebenso "d : "d längst SC 
konstant und gleich c' 



Also c -[- c' ^-, 0, womit der Satz bewiesen. 

§ 12 Znsaniineiiätellnng der wichtigsten Tornielii 
111» er die fterade. 
1) Uleiohung der Geraden g, welche durch den 
Punkt P I (x, ijj geht nnd mit +S den Winkel a 
bildet {S. 25.) 

1) y — y| = t(x — Sj), wo t „der Eicbtungsfaktor" 
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§ 11. Harmonische Punkte, 53 

1») Ist P { (O'b), so ist die Gleichung 

1«) y_(.x + b1 = 

2) Bedingung datui, diat -i (-leiide dur(.h P mit 
den Eichtungafiktoreu i^ und i, einerseits und ^^ und 
^1 andrerseits einander Laimonisch trennen (.»hgeleitet 
aus Formel 4) 

2) (^ + \) {&, + ^J - 2 (>„>, + \&,) 

3} "Winkel zweier G-eraden bei w = 90" und positiver 
Drehung der ersten zur zweiten 

3J tgqi = — i— — — , die Geraden parallel , wenn 

Tj = ^„1 senkrecht, wenn 1 + '^o'^i — iät, 

4) Gleichung, wenn g durch 2 Punkte P { (x, y,) 
und Q, (xj I y^) bestimmt ist. 

*i — ^3 ^1 — ^ ''a'^^i' 

5) Gleichaug der Geraden in Hesse's Porm (8. 33.) 

5) H = X cos o + y cos |S— p = 0, wo, wenn w = 90", 
cos'ß + cos^^ = l. 

6) Abstand d des Punktes P j (l|il von H. 

6) ieosa + n coa ß—6 = d. 

7) Gleichung der Geraden A in Axenforin (H. 24.) 

7) A=^^ + ^— 1=0, wo a und b die Ab- 

schnitte sind , welche A auf den Axen abschneidet ; 
wird a~' mit u und b— i mit v bezeichnet, so bat man 

7*) A = ux + Ty— 1 = 0, also r = — -~ , und, 
{wenn w - 90°) Ä= {u= + T=) - 1. 
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54 rV. Abschii. Parallel-Koordinaten-Transfonuation. 

Ist u = 0, V endlich und bestimmt, so ist Ä |1 der 
x-Axe, ist u beliebig, v = «>, so ist A die x-Axe selbst. 

Ist v = 0, n endlich und bestimmt, so ist Ä|j der 
y-Äse, ist V beliebig, u ^ co, so ist A die y-Ase seihst, 

latu = 0, v=0, so ist Ä die unendlich ferne 
Gerade. 

Ist u ^ 00, V ^ », so geht A durch den Nullpunkt 
und wird durch den Quotienten u r v bestimmt. 

8) Ist A„ j {u„ I v„) und Ä, [ (u, I V, ) und ihr Schnitt- 
punkt 8 { all)), so ist 

8) | = {v,-v,):-ti ^ = (u,_u,):i, wo ^-i.,v, 

9) Ist w— 90 und f der Winkel zwischen A^, und 
A,, so ist 

9) tgy = -^-^^---*, also sin> — -i^tS^^dj^. 

lÖ) Gleichung der Geradon g in allgemeiner Form. 

10) ax + by— = 0, also a:c = u; b:c = v; 
^ = _a;b. 



IV. Abschnitt. 

Farallel-Koordliiaten-Transformatlon. 

g 13. 
Es ist häufig von Vorteil, das Axensjstem zu 
■wechseln. Seien 2 Axensysteme gegeben mit den An- 
fangspunkten «nd 0', den Winkeln w und w' 
Fig. 9. Sei ein und derselbe Punkt P in Bezug auf 
das Erste [ (xly), in Bezug auf das Zweite I (x'ly'), 
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BO f Jl^t aus dei AequiTilenz des Puaktes und seiner 
Kooidiaaten, daa3(x|y) | (x', j '), d h x und y müssen 
duicli s' uud j' unzweideutig bestimmt Bern, und um 
gekehlt ^' und y' duich x und j Di feruei x und 
y bezw x' ulei \' nui unondlioli weiden können, für 
UDendliches x' oder j' bezw x oder i to haben wir 




wo die y, ö, e, etc. zu bestimmende Konstanten sind. 
Die Bedeutung von e und \ wird sofort klar, sobald 
man x' und y' gleicb setzt. Es ist, da 0' { (0|0) 
ist in Bezug auf das gestrichene System: x„ = e; j^ 
= E, d. h. e und e, sinddieÄbscisse undOrdi-' 



Anfa 



nkte 



alte 



System 
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56 IV. Absclm. Parallel-Koordinaten-Transformation. 

Zur Bestimmung von y und ä bezw, y^ und &^ 
dient die Bemerkung, dass x = beaw. y = die 
Gleichungen der y beaw. x-Äse sind. Ist der "Winkel, 
den +x' mit +y bildet {Fig. 9) a, so ist nach § 5 
7a) (Form L der Gleichung der Geraden) 

y' = ?^'— Hsi^^^r' + '^- 
also y-^^sin«; ä=— Asin(w'— a). 

Um X au bestimmen, dient der Sinuasatz demaufolge 

^ = — — ^^=^ und da s = ^\&, so ist: 
h„ sin w 

X = — , demnacb j" = — , ^ = ^ — . 

Füiren wir den Winkel st als Winkel zwischen 
+ x und -f^' und '§ als Winkel zwischen -]- x und 
-|-y' ein, so erhalten wir: 

1*) s sin w— x' sin (w— "ä) + y' sin (w— 7) + e sin w. 

Ganz ebenso ergiebt sich: 

1) y8inw^x'slnä + y_^siii^ + si slniv. 

Zu bemerken ist, dass ß—a = w' ist. 

Sind die neuen Koordinaten den alten parallel und 
gleichgerichtet, so ist ä = 0, f— w und man erhält 
x==x' + .; y-y' + ^,. 

Eine Parallversoliiebung des Asenkreuzes 
ändert alsüAbscisse bezw. Ordinate nur um 

neuen Anfangspunktes in Bezug auf das alte 
System, was man auch unmittelbar sehen kann. 

Sind w und w^ beide := 90°, wie sehr häufig, so ist 
7=90+"^, und man erhält 

yz=x'sina + y'cosö + e,. 
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Findet I 
Axenkreuzes 
beide un« 
Formeln 

2);.., 



e blosse Drehung eines rechtwinkligen 
a den Nullpunkt statt, BO sind s und e, 
man hat die am meisten gebrauchten 



Mit Rücksicht auf die grosse Bedeutung der 
Koordinatentransformation empfiehlt sioli eine zweite 
Herleitung. 




Sei jetzt ein Äxensystem 0, X, 

+ X werde (Pig. 10) in die Lage + X', 

gedreht (stets im positiven Sinn). Dai 

P { (ily) ( {i'ly') i't: s-OA; y :=A 

y' = A'P. 
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58 IV. Abschn. Parallel-Kooi'clinaten.-Traiisformation. 

Projieiert man nun den LinSenzugOAPA'O auf eine 
ganz beliebige Projectionaaxe -f- 2 und bezeichnet den 
Winkel zwischen + Z und + X wie üblich mit (ax), 

xcos (z X) + y cos (z y) = x' cos (z x') -[- y cos (z y ') 
Diese OSeicliung uiaacbüesst einen wichtigen Sata. 

Die Summe der Projectioneu der Koordi- 
nateu eines I'unktea auf eine beliebige Axe 
iat von derRichtung der Koordinaten anab- 
hängig. 

Die TüUige Freiheit in der Wahl der Axe Z kann 
man nun benutzen, um x und y durch x' und y', aber 
auch diese durch jeae auäzndraoken, je naeMem mau 
cos (z y), eoB(zx), co9(zy'), cos{zx'), Tersohwiiideu lässt, 
dadurch, dasa man die betreffenden Winkel = 90" wählt. 
Tinter Berück nichtigung, daaa ganz aügeraein, wenn 
a, b, e drei Geraden, (ab) -{- (bc) = (ac) ist, ergiebt sieh 
sofort ; 

4) X sin w = x'siD_(w--ji)_+_y^sinCw-^) 

y'sinw' = _xsinä+ysi«(w-i.-J 
Sind w und w' beide = 90", so gehen die beiden 
letzten Gleichungen über in 
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§ 14. Die Kurve. 59 

V. Atsühnitt. 

Der Kreis. 

§ 14. Die Kiuye. 

Der Kreis wird definiert als Ort der Punkte, die 
TOtt einem gegebenen Punltte, dem Ceutrum Im I (a | b)j 
eine gegebene Entfernung 7.. B. r haben. Dann ist 
naob g 3 

K = (x-a}' + (y-b)' + 2 (x-a) (y-b) cos w-r' ^- 
die Gleichung des Kreises. 

Sind X, y die Koordinaten eines beliebigen Punktes 
P, so ist K = MP^— r^ d.h. die Form K stellt für 
jeden beliebigen Ponkt P dar die Differenz 
des Quadrates seiner Entfernung Yora Mittel- 
punkt und des Quadrates des Radius d. k Kp 
ist die Potenz des Punktes P in Bezug auf den 
Kreis K.*) 

Ist w= 90, so geht K=.0 über in: 

1) (x-a)= + (y-b)«-r' = 

die sogen, Normalform Kn, ist auch noch M 1 (OlO) 
d. h. fällt M mit zusammen, so ist: 

2) K = s^ + y^-r= = 

die Miitelpuuktsgleicbung. {Form M) 



') Potenz uncli Stetner; es gut dar Satz: Das Rechteck aus 
den Abscbuitteu aller sieh im selben PiidM schnaiclenden Sebnen des 
Kreises K. ist konstant und gleich + (MP'— i'), ja nachdem MP > oder 
< r ist. Beweis: Die halbe Sehne ael a, ilas Stück zwischen ihrer 
MittS und P = z, so lat daa Rechteck gleich + {z ■\- O) iz—d] = 
±(z'-(7') = ±<MP«-r-). 
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60 'V- Abfichnitt. Der Kreis, 

Die Gleichung des Kreises ist vom 2. Grade 
(quadratisolie Form), aber nicht jede Gleichung 2. 
Grades ist die eines Kreiaea. Sei f (x, y) = eine solche, 
so musa sie ! der Form K sein, d. h. sie kann sich 
nur durch einen konatauten Faktor von K unterscheiden, 
der durch Division beseitigt werden kann, Demnacli 
muss f (x, y) die Form annehmen : 

Q = x^+ y= + 2asy-2px-2qy + n = 

Diese Vergleiohung ergiebt 1) a muss < 1 sein, 
denn es rauss s = cos w sein, 2) es muss: a -|- b ooaw 
=^ p, b + a cos w ^ q sein, und hieraus: 

r^^ l ' + P'— 2 p q cos w __ ^ 
sin* w 
IstPunktAJ (p/sinw), — (q/sinw) so ist r= -= 
OA'— n. Damit also eine beliebige quadra- 
tische Form Q die Form eines Kreises sei, 
ist nötig, dass 1} die Koef f icieuten von x= 
und y= beide gleich; 2) nach Division mit 
diesen Koef ficieuten der Koefficient von 
2xy kleiner als 1*) ist, 3) der Punkt A ausser- 
halb des Kreises bezw. OA'>naei. Ist w = 90', 
so muss der Koefficient s von xy gleich Bein, und 
q' + P' > n- 

Tim die Gleichung des Kreises aus der Form Q 
in die Form K zu transformieren, ist eine Koordinaten- 
transformation erforderlich , wobei in der Formel 1 
des § 13 für e und e, die "Werte a und b aus 3) ein- 

•) grösser als Ist. 
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§ 15. Kreis und Gerade. 61 

zusetzen "S = und ß — 90, da ja K giltig bleibt für 
jede beliebige Eiohtung der X-Äxe. 

§ 16. Kreis und C^ei'ade. 

Sei 1) ux -f- vy — 1 — eine Gerade A 
2) x= + y^-r^ = ein Kreis K 

Die Kombination der Gleichungen 1 und 2 liefert, 
w II bbthttwddK 

1 t 1 S b tti kt D 1 1 dl 

d t h b llt J K d d 

mbl Pktfc mbll J 

dbubtlk dK 01g 

1 C d D 1 12 i 1 B i 

1 t d 1 y 1 t 1 ilt 

d 1 "W t d d 1 ) d 1 "V 

t h d b It d 

El t m B j It t 

) X + ix^ =0 
WOCr^U +v,d^— 2u,e:i=l— 1 w lat. 

Seien Xj und Xj die Wurzeln der dritten Gleichung 
(x^yj und (x^y^) also Kreispunkte, so ist (Äritbmetik 

V. Scbubert ete. S. 111) x, +x^ ^ - — = — und 
ähniicb 

2 V 

yi + ?! = ^"c— 

Also — ^ = ^i-i^^: aber oacli § 12, 7^^ iat 

der Eiobtungsfaktor der Geraden, welche durch 

die Punkte (x,|y,) und (x^iJa) geht, somit ist 
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V. Abaclinitt. Der Kreis. 
4*) die Gleichung der Sehnee 



(in der Form Mj y~y, = — ■ ^ ^ - ^' (s— ^i) 



der inaa auch die Form geben kann 
ia* (xx, +y y^ _r')-|- (xx, +yy3— r") = x. x, + y^y^-r' 
ausser wenn v — ist. Fallen x, und x^ und damit 
auch y^ und y, (in Folge von 1) zusammen, so wird 
die Sehne aur Tangente, ihr Richtungsfaktor 
wird — Xjly^ und ihre Uleiohung ist: 

5)=!':, + «,-'•= 

Mau sieht sofort {nach § 12 No. 3) dass die Tan- 
geute auf dem Radins durch den Berührungspunkt 

i Richtungsfaktor; - — j senkrecht steht. 

Aus den Sätzen der Arithmetik 8. iVi, erhalten 
wir ohne Mühe als Bedingung dafür, dasa s^y^ und x^y^ 
reell sind : r= {u= + v^)— 1 > 0, dass x,y, und x.y^ au- 
sammenfallen : (u' -|- v') r'— 1 ^^ 0, dass sie (komplex 
konjugiert) imaginär sind: (u* -\. v') r'— 1 <0, Es ist 
aber entweder nach § 12 oder direkt klar, dass u° -|-T^ ri= 

—^-5— wo ä den Abstand der Geraden aI (u | v) vom 0- 

Punkt also Tom Centrum bedeutet, und wir erhalten 
somit dio aus den Elementen bekannten Bedingungen 
für die Beziehung awiachen Kreis und Gerade wieder. 

Die Gleichungen 1) und 2) lassen sich, auch etwas 
anders auffassen. Wenn x, y, irgend ein Punkt B (tj^yi) 
auf dem Kreis ist und u und v beliebig, so ist 1) nach 
§ 10 die Gleichung des Punktes. 

Damit u und v dann die Koordinaten der Tangente 
durch B sind, muss u:v = x,:y, sein, also haben wir 
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g 15. Kreis und Gerade. 63 

»y,-vx, =0 
woraus sich u und v ergeben als ü — Xiir", v ^y, :r' 
woraus sich ohne weiteres 5*) als Gleichung der Tan- 
gente clurch den beliebigen PiiQktB(S||y,) ergiebt und 
ferner (u' + v')r'— 1 =0 als Bedingnng dafür, dasa die 
Geraden A { {u | v) eine Tangente an den Kreis M sei. 

Die Gleicbung 

6) {u^ + y^)r=-l-0 
ist also die Gleichung des Kreises (bei Form 
M) in Linienkoordinaten. 

Geht man von der Form M zur Form Kn über, 
so sind nur die Punktkoordinaten x, y etc. durch 
die Differenzen (x— a); (y — b) etc. zu ersetzen, somit 
gebt 5) über in : 

(x-a) (X, - a) + (y-b) (y, -b)-r^ -- 0. 
Da u' + v* = d-a^ 30 ist nach S. 53 für ö' (da d den 
Abstand des Punktes M nnd der Geradeu (u | v) be- 
deutet) zu setzen (an-^bT — 1)', somit 

6a(„=+v^)rMau + bY-l)^ = 0dieGIeicliiing 
des Kreises (bei Form K,0 in Linienkoor- 
dinaten. Ist P { (sjyj) ein beliebiger Punkt von 
dem aus an den Krois M Tangenten gelegt werden 
sollen, und sind u und v ihre Koordinaten, so hat 
man zur Bestimmung von u und v : 

a') OXj -|- vy,— 1 = (die Tangenten gehören zu 
den Geraden des Punktes (x,|y,) 

b'). u' + v'— r-* = {nach 6) 

Da die Systeme sich von dorn sub 1 und 2 dieses 
Paragraphen nur dadurch unterscheidet, dass x und y 
als Variabele durch u und v ersetzt sind und c^ durch 
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64 V- Absc-liniU. Der Kreia. 

l)r', so erhält man ohne weiteres die analogen Eesultate, 
also: 

1) Durch keinen Punkt P gehen mehr als 

eine Kurve 2. Klasse. 

2) Es gieht von P aus 2 Tangenten, Eidd, 
k eine, je nach dem/ = s,= + y,V r=; ==rV r"; ia t, 
d.h. also je nachdem P ausserhalb des Kreises 
auf ihm, oder innerhalb liegt. 

Zur Bestimmung von Uj, u^; v^ , v^ hat man, 
wenn p' ^ d* — r" die Potenz von p bezeichnet; 
_ rx4^yp ry + xp 

Tii.2 ~ rd» ' "^"ä-" rd^ 
Sind I, i;, und fj»^, die Berührungspunkte, so ist 

Als Gleichung der Tangenten von P (^i'yj fm 
den Kreis erhalten wir 

T)r(xj, + ry,-d') + p(iy,^yx,) = 
welche leicht auf die Form K n eingerichtet wird. 

Die Gleichung der Beruh rungsa eh ne wird, da 
i, + i, = r' (", + uj und i^i, = r=u,u, etc. 

8) SS, +jy,-r' = 0, 
sie stimmt also der Form nach völlig mit 
der der Tangente in einem Punkte (x,|y,) des 
Kreises überein, nur dass hier (x,]y,) der beliebige 
Schnittpunkt der Tangenten ist. Geht man von der 
Form K„ aus, so geht 8) über in 

(x-a) (x,-a) -h (y-h) (y,-b)-r' = 0. 

"Wie aus dieser Ueberein Stimmung die harmonischen 
Eigenschaften des Kreises sich sofort ergebeu, findet 
sich iu den Paragraphen 45 etc. 
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§ 16. Kreis und Kreis ; Kreisscliaar. 65 

§ 16, Ki-eis uiid Kruis; Kreissehaar. 

Seien K, = uml Kj =^ die GHeiohungen 2 Kteiae, 
ihre Kombination hefeit die Koordinaten der fechoitt- 
pnnkte; da beide K vom 2 <iiade, so wurde es i ge- 
meinsame Lösung'sa^steme geben Iconnen, indeaaen ist 
das System K, =; II, K, =0 ideatiaoh mit dem System 
K, =0, Kj— K, = 0, wie sofoit klat , und die aweite 
Gleichung ist, da die qa^driti'icheii Qliedet sich luf- 
hebeu , linear , aomit exiatieien nur 2 geraeinsame 
Lösungen. Diese kuauen zusammeafalleri und auch 
imaginär werden "Wenn x und y sehr groits weiden, 
reduziert sich füt jodeu Kreis K die JToriu K. auf die 
qnadratiachen Glieder. 

x^ + y'-j.. 2sy cos w, der Radius und der Mittel- 
punkt fallen ganz heraus, somit kann man sagen, dass 
allen Kreisen die Lösungen von x= + y * + 2 x y cos w ^ 
hei Annahme von x (und y) ala unendlich gross iden- 
tisch sind. Man sagt daher oft: AlleKreiaeliahen 
dieselben beiden (imaginären) Punkte im 
Tlnendliehen gemeinsam. Sieht man von diesen 
ab, so bleiben nur 2 Schnittpunkte übrig, welche reell 
und getrennt, reell und zusammenfallend, getrennt und 
imaginär sind; je nachdem die Centrale a wischen 
Summe und Differenz der Radien, gleicli Summe oder 
Diiferenz der Radien , grösser ala die Summe oder 
kleiner als die Differenz der Radien ist. 

Die Linie S - K,— K, = geht in allen 3 Fällen 

durch die Schnittpunkte, und ist stets reell auch im 

3. Falle, also ist die Schnittgerade reell, auch wenn 

die Schnittpunkte ala sichtbare Punkte nicht existieren. 

Simon, Analjtisciie Geomstiie der EbBiiB. 5 
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G6 V. Abschnitt Dei Kreis. 

Da längs 8 : K, = Kg ist, so Leisst dies, jeder puultt 
von 8 hat für beide Kreise die gleiolie Potenz und um- 
gekehrtj hat eia Piintt für beide gleiche Potenz, so ist 
für seine Koordinaten K^ ^^K^, also K.^ — Kj ^=0, d. h. 
der Punkt liegt auf 8, die Schnittlinie ist also zu- 
gleich Potenzlinie beider Kreise. Ist P ein Punkt auf 
8, d. seine Entfernung von M^ und d^ von M.,, so 
ist, da Kj = d/— rj*' und K, = d^^— r^^ ist, d^—r," 
= d,*— r/. Da der Gegenpunkt P^ von P in Bezug 
auf die Centrale oder Äxe auch von Mj und M^ die 
Entfei-nungen d, und d^ hat, so liegt auch P^^ auf 8, 
undS steht auf der Axe senkrecht und teilt 
sie so, dasa die Differenz der Quadrate der 
Abschnitte gleich der Differenz der Quadrate 
der Radien ist. 

8eien K, = , K^ — , Kj = die Gleichungen 
3. Kreise, 8, = K^— K^ ; 8^ = K,— K^ ; 8^ = K,— K^, so 
ist S, + Sj + Sj = 0. 

Also: Die 3 Potenz- oder Schnittlinien 
dreier Kreise schneiden sich stets inBineia 
Punkt. 

Dieser Satz giebt ein einfaches Mittel, die Potenz- 
linie zweier sich nicht (in reellen Punkten) schneidender 
Kreise zu konstruieren. 



Haben K^ = und K, = die vorige Bedeutung, 
so stellt K^ -j- ^ K^ , wo A eine beliebige Konstante 

einen dritten Kreis K^ dar, wo K^ == — ^ \ t~ ~ ^^^' 
und da daa Tersohwindeu zweier K auch von selbst 
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§ 16. Kreis und Kreis; Kreisachaar. 



67 



: Kj =: Kj nnd somit K^^= — 






dem. driiteo K den Wert giebt, so achaeiden aicli 
die 3 Kreise iu denaelLeQ reeneu (odec imagiaaren), 
Punkten, sie haben daher auch stets dieselbe Potenz- 
tinie, wie schon daraus folgt, dass für eiaeu Punkt auf 

Funkt auf 8 hat also dieselbe Potenz in Bezug auf 
alle 3 Kreise, und allgemein in Bezug auf die gauze 
Krelsschaar, welche durch die Schnittpunkte von K, 
und Kj bjndurcligeht, die PotenzUuie S gehört selbst 
aur Schaar, sie ist anzusehen ala Kreis mit unendlich 
grossem Radius , entspricht dem Wert ^ gleich — 1. 
Der Punkt N, in welchem 8 die Axe schneidet, hat 
für alle Kreise der Sehaar die gleiche und die kleinste 
Potenz. Audi wenn die Kr eise IC undK, sich 
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68 V- Abschnitt. Der Kreis. 

Man schlägt um N mit der Seite der Potenz 
(Fig. 11), die die Tangente von N an K, oder K„ 
einen Kreis, zieht darin einen beliebigen Eadins NP; 
die Senkrechte in P auf N P trifit die Centrale in K^, 
der Kreis um Kj mit K, P gehört dann zur Schaar von 
K, und K,. 

Der Kreis trifft die Äxe K^ K^ in den Punkten 
A ttud B, dann ist nach dem Poteazsatz: 
NP= = NH/=:NA. NB, d.h. [ABH.H,] sind 
harmonische Punkte. 

Da P heliebig auf dem Kreise N, so kann man zu 
H, und H^ -— den Hauptpunkten — unzählige 
Punktepaare wie A und B konstruieren, welche Hj undH, 
harmonisch trennen. Umgekehrt, wenn zwei Punkte- 
paare A, B, und A^ Bj auf einer Geraden gegeben sind, 
und zwar so, dass die Strecken A, B^ und A^ B^ ent^ 
weder ganz ineinander oder ganz auseinander liegen, 
kauQ man ein drittes Punktepaar H, H^ konstruieren, 
das zn beiden gegehenen Paaren harmonisch ist ; da durch 
irgend zwei Kreise der Schaar die Potenzlinie und da- 
mit N bestimmt ist. 

Man sieht, dass die Hauptpunkte selbst zu den 
Kreisen der Schaar gehören, es sind die mit den ßadieu 
0, während die Potenzlinie (und die "Ünendliohferne) 
den Hadius a> haben; das ganze System der Punkte 
AB bildet eine Involution, N H/ heisst die Potenz 
der Involution (Kreisv er wand tschaft). 
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§ 17, D. Kegelschnitte als Kurven 2. Grades u. 2. Klasse. 69 

YI. Abschnitt. 

Die Kegelschnitte. 

§ 17. Die Kegelschnitte als Kurven 2. Grailes miil 
2. Klasse. 

Es werde der Ort der Paukte bestimmt, welche 
von einem gegebenen Punkt F, Pocqs otJer Brenn- 
punkt genannt, und einer festen Geraden L, derLeit- 
linie (Directrix), Abstände haben, deren Verhältnis, 
ohne Rücksicht auf das Zeichen, konstant und gleich 
der Zahl e ist. Die Zahl e heisat numerischeEx- 
centricität. 

Sei F ! (a I b) und L ! {u„ | vj in Bezug auf recht- 
winklige Axen. Dann ist (Fig. 12) + e P A = P F oder 
P 1" - e^ P A^ 

"Werden P F' und P A^ durch ihre Formeln aus 
g 3 und g 12 ausgedrückt, so ergiebt sich aufurt 

1) (K~aV + (y-b)'--,-^-, (u„x + y„y-l)!. 

Die Gleichung 1) ist 2. Grades, sie uinaehliesst 3 
der Art nach verachiedene Kurven, je nachdem e < l 
oder = 1, oder > 1 ist; die betreffenden Kurven heisaen 
Ellipse, Parabel, Hyperbel; gemeinaam: Kegel- 
schnitte. Als spezielle Fälle umsobUessen sie den 
Kreis, wenn = 0, und u^, sowie v,, auch gleich 0, d. h. 
die Leitlinie die unendlich ferne Gerade ist, und ausser- 
dem e^ : [Ug^+ ^0^' ^^ ''^ gesetzt wird; ferner zwei ver- 
schiedene Gerade, oder auch Eine (doppelte) Gerade, 
da eine Form 2. Grades ja auch das Produkt zweier^ 
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70 ^'I. Abschnitt. Die Kegelschnitte, 



oder gleicher, linearer Falttoren sein kann. 
Die Parabel ist ein &renafall der Ellipsen wie der 
Hyperbeln, sie ist Ellipse mit der grössten, Hyperbel 
mit der kleinsten Escentricität. Dass wir es hier mit 
3 wohl definierten Arten zu thun haben, geht aus dem 
Verhalten der Kurven im Unendlichen hervor. "Wir 
erhalten die unendlich fernen Elemente oder Punkte 
der Kurven, wenn wir nur die Gflioder 2. Dimension 
in 1) beibehalten, da sowohl die Konstanten als auch 
die ersten Potenzen von x bez. j, gegen x^, xy, j' 
verschwinden, sobald x und y über jedes Mass gross 
sind. "Wir erhalten dann , wenn zur Abkürzung 
(u^' -(- Vii') : e" fortab mit y besieichnet wird; 

1") i'C)— ».') + ?■ (j'-v.")-2u,v.xy = 0. 

Zieht man x' vor die Klammer und benennt y;x 
mit z, so giebt l'') eine quadratische Gleichung 
für z, welche (Schubert, Arithmetik 8. 113) 
reelle Lösungen, eine, keine, hat, je nachdem u, 
> = < (y — u^') ^j.__v„^) ist, d. h. also je nachdem e 
= 1, < 1 ist. Die Hyperbel hat also 2 Pur 
im Unendlichen, bei der Parabel fallen 
beidea unendlich ferneuPunkte zusami 
die Ellipsen (also auch der Kreis) haben ki 
(sichtbaren oder reellen) Punkt in greMenloser P 
es sind geschlossene Kurven, 

Die Gtieichuag 1) enthält 5 Konstanten; e, u, 
a, b, die allgemeine Gleichung 2. Grades: 

1^) a„„ x= + 2a„, xy + a„ y^ + 2a,, x + 2a, ^ y + a,, = 
enthalt deren 6; da aber nicht alle 3 ersten Koeffizienten 
zugleich verschwinden dürfen, ist es gestattet, (§ 4 
Multiplicatiou, mit einem kopstanten Fiiktor) 
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Ibj a„/ = (1— a„||) {1 — a^,) zu setzen, dann lassen aioli 
die 5 Konstanten der Form 1 durch die 6 Grössen der 
Form 1« ausdrücken. "Wir haben, wenn e° ; (u^^ + v^') 
gleich p gesetzt wird : 

Es ergiebt sioh sofort: 

Setzt man \i^ = ^ a^,, ; v^ = ^ ^ (l^a,,), so iat: 
")?= r(li...) '-•'+v.^ = .■^^(l-^.) 

^} » + ftü3 = P«(,i b + a,2=pT„ 

e) i^ (1— a„) (»5,— »o/— »i/) + 2^ (a„^a„, + a„ a^j 
_a„)-(e'-l)=0 

Die Gleichung e) ist quadratisch, sie liefert im 
ftügemeinen zwei verschiedene Werte für X; -J, und ^3; and 
damit zwei Wertsysteme u,,, v,, und zwei deagl. a, b 
d. h. dieKurve 1 hat i. Ä. zwei Leitlinien und 
zwei Brennpunkte. 

Da — j^— = — fj-°— so haben beide Leitlinien den- 
selben Sichtungsfaktor, d. h. die beiden Leitlinien 
sind parallel. 



Da 



" + a 



' + «:,- V, b"+a 

so steht die Verbindungslinie der beiden 
Brennpunkte auf den Leitlinien senkrecht. 
Die Gleichung e) gieht noch zu einigen Bemerk- 
ungen Veranlassung : 1) iat e = 1, so ist ein "Wert des 
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72 VI, Abschnitt, Difi Kegelschnitte, 

Ä^O, u^, und y„ aiad 0, die eine Leitlinie i^t die Un- 
endlich ferne Gerade, die Parabel hat also nur 
eine Leitlinie im Endlichen, sowie einen 
Brennpunkt im Endlichen. 

2) Ist Eijj— a^2^^a,( j' — 0, so ist eine Lösung ^— cc, 
(Vgl. § 21.) Die eine Leitlinie geht durch den Null- 
Ist 1 — fi.||=0, BO ist auoh a,,, nach l'')=:0 und 
e3 verschwindet auch der Koefüzioat von ^^ Ist dann 
e^ nicht gleich 1, so sind beide Lösungen von ^ un- 
endlich, u„ : V|| wird ; also unbestimmt, und da 
^^ (1— ^u) 'ils endlich anzusehen, ao sind u^, und v,, 

auch e= 0, und die Kurve ist ein Kreis. Ist e ^^ 1, 
so verschwindet die Gleichung e) völlig, dann ist u^ ; 
\^ = — (1l—%o} ■ a„j unenilÜch, da a^^^ gleich und die 
Porm 1») ist y' + 2a„j x + SSj , y + a^ , und stellt eine 
Parabel dar, deren Leitlinie senkreclit auf der x-Äxe. 

Es erhellt somit: 

Die Kurven 2. Grades sind mit den Kegel- 
schnitten identisch. 

Eine Gleichung 2. Grades und eine üneare haben 
höchstens 2 gemeinsame Lösungen, also ; 

EinKegeisohnitt wird von einer Geraden 
höchstens in 2 Punkten geschnitten. 

Sobald also mehr als 2 Punkte einer Kurve 2. 
Grades auf Einer Geraden liegen, muaa diese Gerade 
ganz auf der Kurve 2. Grades liegen, d. h. der Kegel- 
Bohnitt zerfällt in ein Paar gerader Linien, diese sogen, 
uneigeutlichen Kurven 2. Grades schliessen 
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Maü sagt auch : Ein Kegelschnitt wird von einer 
Geraden stets in 2 Pnnltten geschnitten, die entweder 
beide reell und verschieden sind, oder in einen {doppelt 
gezahlten) zusammenfallen und dann heisst die Gerade 
eine Tangente, oder unsichtbar (imaginär) sind, je 
naohdem die quadratische Gleichung, welche sich durch 
Elimination von y bezw, x zwischen den Gleichungen 
der Kurve und der Geraden ergiebt, für x hezw. y awei 
reelle Lösungen, eine oder keine hat. 



Den Kurven 2. Grades (2. Ordnung) entsprechen 
duil (S 47) die Kurven 2 Klisse, d h solche, deren 
Gleichung in Linienkoordinaten vom 2 Gtide m u und 
V zusammen ist, wie z B der Kreis, so dass also durch 
jeden Punkt nidit mehi wie 2 Tangenten dei Kurve 
gehen bezw genau 2, wenn wii z ua<4 mm en fallen de 
doppolt und ima^inaie Losungen mitzahlen 

liagt man wekhe Eigenai-hatt dei Geladen als 
Tingenten duil der fundamentalen dei Punkte der 
Kegelschnitte entspu ht, so «leht min lei:,lit, wenn L 
wiedei die Leitlinie, ^ len iocus bezeichnet, und ü 
der Schnittpunkt det beliebigen Tangente t mit L ist, 
(Fig 12), die Tingente t muss den Winkel 
zwischen L und 8 F nach konstantem Teilungs- 
verhältnis teilen. 

Sei t { (u|v), dann ist der Schnitt 8 von L und 
t bestimmt durch S | (| 1 1;) wo ^ = — --— ■ ; i/ = — ^ — 
iind^ = iiov-v„u (cf. § 12, 8). 
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Nach § 12, 9 ist s: 



sin (t,öJ<) — "spT^j ■■* -L» — ~r:r:^i—~ 

SP- = (^— a)^+ (^I— b)% aomit geht die Gloichung 
sin=(t,SF)^e=siii^(Lt) oder 




u= + v^ 
nach Multiplikation mit (u" -j" ^°) über in 

2) (»~T.-«^)' + (11.-»-» ^)' = (ua + Yb-l)V 
Die Gleichung 2) enthält 5 Konstanten, und ist daher 
mit der allgemeinen Gleichung 2. Klasse identifizierbar. 

Es soll nun gezeigt werden, dasa die Kurven 2. 
Gradea mit denen 2. Kiaaae zusammenfallen. 

Sei P { (s I y) ein Punkt der Kurve { Gleichung 
l)undg( ux+vy-l=0(oderg j (u|v)) eine Ge- 



yGoosle 
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rade durch P. Eliminiei-t man zwischen 1) und der 
Gleichung für g die Grösse j, ao erhält man für die 
Schnittpunkte von und g 
3) x= [A'-j- (u' + y^) ] + 2x [-i (v„-v) + rv (a v-uh) 

+ ?■ u] + (y„-yf~r K (a= + b') -2 v b + 1], 

wo Ä und y die alte Bedeutung haben. Entsprechend 
ist die Gleichung für y, nur dass u mit v, a mit b 
veitauscht wiid, wobei -i in — ^ übergeht; 3) ist eine 
quadiatische (ileichung, welche 2 Lösungen für s gieht, 
KU denen dann g das zugehörige y liefert. Gieht man 
3) die Eonn : s' p + 2 ex + t — 0, so ist {Schubert, Arith- 
metik S. 113): a^ — pi > die Bedingung dafür, daas 3) 
zwei reelle Lösungen hat, dass also g die Kurve C 
wirklich schneidet ; ist o'—q r =: , so fallen beide 
Lösungen in eiae zusammen, die Gerade g 1 (u|v) ist 
eine Tangente der Kurve 0; und ist it'— pF<0, so 
sind beide x imaginär , die Gerade g hat mit der 
Knrve C keinen (sichtbaren) Punkt gemeinsam. Die 
Tangente stellt also den Uebergang von den schneiden- 
den au den nichts clin ei den den Geraden dar. Davon durch- 
aus verschieden sind die Geraden, für welche g ^^0 ist, 
wenn solche existieren; sie haben zwar auch nur Einen 
Punkt mit der Kurve gemeinsam, aber sie bilden keine 
solche Grenze; man kann, wie bei der Parabel noch 
naher ausgeführt wird, annehmen, dasa sie von der 
Kurve im Unendlichen geschnitten werden, da x = co, 
wenn g — der Gleichung 3 formal genügt. Da p pro- 
portional e' sin 'w — 1 ist, wenn w der Winkel zwischen 
L und g, so heisst p =^0; sin w = + — , also nur, wenn 
e>l, d. h. also bei der Hyperbel, giebt es 
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zwei Scharon vonGeradeß, bestimmt durch 

sin w = + - , welche die Kurve im Eudlictea 

nur in EiuemPunkt a olineideu; uuter ihnen 
sind zwei, welche seihst dea Charakter von 
Tangenten haben, die beiden, für welche 

auch ~i-r--^7 7-rr-^ir'^0ist, und von denea 

man sagen kann, dasa sie die Kurve im Un- 

Damit also die Gerade (u | v) Tangente sei, nniss 
a' — pE = sein; man sieht sofort, dasa -^^ (v,, — v)' so- 
wohl in ff" als in pi vorkommt, also herausfällt, und 
der Ausdruck sich dann durch y dividieren lässt; die 
Glieder, welche dann noch y enthalteUj geben zusammen- 
gefasst sofort;' (ua + vb — 1)*, die übrigen, wenn man 
geschickt zuaammenüieht , •/,. B, 2-^' vb mit 2^ vbu 
(Vj,— v), fast ebenso mühelos die linke Seite von 2), abo: 
Die Gleichung 2 ist die Gleichung der 
Kegelschnitte in Linienkoor dina t eii, oder 
auch: Die Kurven 2. Grades sind Kurven 
2. Klasse. Bei der fast vöHigea Symmetrie der Gleich- 
ungen 1) und 2), sowie der der Geraden und des Punktes 
beweist man ganz ebenso umgekehrt; Die Kurven 
2. Klasse sind Kurven 2. Grades, also: Die Kegel- 
schnitte sind die einzigen Kurven 2. Grades 
und 2. Klasse. 
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§ 18. J>ie Gleichnng der Tangente und dei- 
Borühi-ungsseline. 

Die fundamoDtale Eigenschaft der Tangente: den 
Winltel zwisclien ihrem Brennstrahl auf der Leitlinie 
und dieser selbst in konstantem Verhältnis zu teilen 
— führt sofort zu dem Satz: 

Der Brennstrahl nach dem Berührungs- 
punkt steht auf dem Br enns trahl n acli d ein 
Leitlinieapunkt der Tangente senkrecht 
(oder; das Stück der Tangente zwischen Kurre und 
Leitlinie erscheint vom Brennpunkt aus unter rechtem 
Winkel). 

Es ist nämlich (Fig. 12) PF^ePA nach 1) und 
das Loth von P auf S F nach 2) auch gleich e P Ä = P P. 
Der Satz ergieht eine sehr einfache Konstruktion der 
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78 VI. Absclmitt. Die Kegelschnitte. 

ungspunkten, oder auch: der Schnittpunkt Lafc "i 
den Berührungabrenustrahlen gleiolien Abstand. 




öeien u und v die Koordinaten einer Tangente, 
X, und y, die des Berührungspunktes, so dass also n 
und V der Gleichung 2) genügen, ao gellt 3) nach Multi- 
plikation mit p, weilV;=;pr ist, über in {sg-\-ay^=0 
also ist s^ ()4"'''^0; da p in u,!, v,,; u, v symmetriach, 
so ist yj{i + o''^ = 0, wo o-' aus a durch Tausch von u,, 
mit V||, u mit v, a uad h hervorgeht, also 

t 4(T.-T) + rT(.T- a b) + y.l 



4) «, != - 






O+C'] , 
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§ 18, D. Gleichung d. Tangente u. d. Berührangsseline. 79 

hiermit aiad x^ und y, durch n und v ausge- 
drückt.. Beachtet man, daaa nach: 4^) XjU^-yjT — 1 
= iat, sc. ist 

-^.r-\i\ \y,) + (^,-'') __ ^ 

wo q(x!y) oder q(xy) = U||X4- v^^y— 1 ist. Also ist 
u~zf, v=nf, wo i durch 4*) bestimmt wird. Da 

— — der Bichtungsfaktor der Tangente, so ist ihre 

Gleichung 

y— yi ^ — ^— (x— X,) oder 

7-' 'ii^M l(x(y)-(x,-a) (x-a)-(y,-h) (y-b) = 

^' q(^J yj qK I yJ-K-a) ('^ -f')-(y -b) (y.-b) 

Die rechte Seite ist aber nichts anderes als die 
auf gebrachte Gleichung 1) der Kurve, also ist die 
Gleichung der Tangente 



6) ^T^p^ (x,u, + y,v-l) (xu„+y y„-l) = 
(x-a)(x-a}+(y-l>)(y-l>) 

Die Gleichung der Tangente wird erhalten, 
wenn man in der des B eriihrungspunktes die 
Quadrate in ihre Faktoren auflost, und in 
dem einen Faktor statt derKoordinatendes 
BcrÜhrungspttnktea die des laufen den Punktes 
der Tangenten einsetzt. 

Das Resultat lässt sich ohne Rechnung ableiten. 

Es ist PF.qP cos PPQ der rechten Seite von 6) 
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gleich (Fig. 12) aber nach 1) ist PF^ePÄ, und 
michS) ist QFcoa PFQ :^QE = eQB, somit6)e 




Da (Fig. 13) eSB = 8Fcos SFP, und eben 
eSB =: SF cos SFPj, so ist, wie schon oben bewies. 
SFR =SFP,. 
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Ist P { (i\^) elQ beliebiger Punkt, und sollen Yoa 
ihm aus an die Kurve 1) die Tangenten gelegt werden, 
so hjit man die Gleicliuag des Punktes : ^ u 4- ij v — 1 = 
mit der der Kurve in Liaienkoordinaten zu kombinieren, 
diso mit 2), daraus berecbnen sich die beiden Löaungeu 
Uj Vj uad Uj Tg, mittelst deren durch 4*} die Koordinaten 
der Berührungspunkte x, y, und Sj y^ bestimmt werden. 
Man kann auch in 6} x und y durch | und 7; ersetzen 
und 6) mit 1) kombinieren, um direkt x, y, und Xj y, zu 
finden. Durch diese ist dann die Gleichung der Be- 
rühr ungssehne (Cliordale) bestimmt , aber sie lässt 
sich direkt ableiten. Es gilt 6) sowohl für die 
Tangente 11, v^ in A [ (x, y,), als für die in B (x, | y,). 
Durch Subtraktion erhält man für den Eichtungsfaktor 
r von A B 

Ja— y, ^ _ q(g^)",— yd— a) ^ ^„_?_ 

Also ist die Gleichung von AB 

y— y, ^i(x— Sj) oder xa + yn=:x, z-fy,u 
oder, wenn man Identisches auf beiden Seiten hinzufügt 
q (1^) (xu + y v-l)-j. [(x-a) (^~a) + (y-b) (^-b)] 
= «id»!) (x. + y. v-1)-^ [(x,-a) (r-a) + (y,-b) 
(,-b)]. 
Die rechte Seite ist aber nach 6) ;= 0, somit die 
Gleichung der Berühr ungasehne (Cliordale) 
7) -^^-i(xu„ + yv,-l) au„ + y,^~l) = (x-a) 
(l~a) + (y-b)(,-h) 
d. h. also die (üleicliung der BerttUrungssehiie ist die^ 
selbe wie die der Tangent«, nur dass statt der £o«r- 
dioaten des Berührungspunktes die des Sclinittpunlites 
P der Tangenten efEtreten. 
Simon, Analytische G 
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g 19. Pol «ml Polare. 

Man bezeichnet den Putiltt P, den Schnittpunkt 
der Tangenten, als den Pol der Sehne AB, und die 
Sehne AB ab die Polare des Punktes P. Die Gleich- 
ung 7) wird als Gleichung der Polare gewöhnlich auf 
gebracht, sie iat 1) völlig uuahhüngig davon, ob die 
Lösungen u^ Vj und u^ v^ reell sind oder nicht, sie geht 
in die der Tangente über, sobald {i \ ^) ein Punkt der 
Kurve; die Polare existiert also immer, ais reelle 
Gerade, gleiohgiltig, ob sich von P läie Tangenten 
ziehen lassen oder nicht, d. h. ob PA<PP oder 
>Pr, ob P ausserhalb der Kurve oder innerhalb 
liegt, sie fällt mit der Tangente zusammen im Grenz- 
fall, wo P auf der Kurve. 2) Gleioiiung 7) ist sym- 
metrisch in Bezug auf f);und(xy). AVir haben den 
wichtigen Satz : 

Liegt ein Punkt Q auf der Polare von P, 
so geht die Polare von Q durch P. Oder: 
Dreht sich eine Gerade um einen festen 
Punkt P, so bewegt sich ihr Pol P auf einer 
Geraden, der Polaren von P. 

Wir haben dadurch ein Mittel, um jedem Punkte 
dual eine bestimmte Gerade zuauordneu: seine Polare 
in Bezug auf einen beliebigen Kegelschnitt als Grund- 
oder Polarisationskurve; jeder Kurve n. Grades, 
d. h. deren Gleichung in x und y ausammeu vom n, 
Grade, oder was dasselbe ist, jeder Kurve, die von 
einer Geraden in n Punkten (reell oder imaginär) ge- 
schnitten wird, entspricht eine Kurve n. Klasse, d. h. 
solche, bei der durch jeden Punkt n Tangenten gehen. 
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Den Kegel soliB Uten, und nur diesen, entspreclien wieder 
Kegelsclinitte, die Grundkurve entsprioht sich selbst; zu 
jedem Satz, der aussagt, daas p Gerade sicli in Einem 
Punkt schaeiden, gehört sofort dual der Satz, dass p 
Punkte, die Pole jener Geraden, auf einer Geraden, der 
Polaren jenes Punktes, liegen und v. v. 

Die linke Seite der Gleiclmngen der Polaren nnd 
der Tangente veräohwindet für alle Punkte A der Leit- 
linie L, die rechte ist dem Kosinus des "Winkels zwischen 
den Breonstrahlen uaoh dem Pol ond nach dem be- 
liebigen Punkt (k I y) proportional, somit ist Satz 1 des 
§ 18 S. 77 durch Rechnung bewiesen und zugleich 
seine Erweiterung; 

DerBrennstrahl nach demPot steht auf 
dem Brennatrahl nach dem Leitliulenpunkt 
der Polarea senkrecht und ferner: 

"Wennder Pol au fL liegt, gehtdie Polare 
durch F, d. h. der Brennpunkt ist Pol der 



Die Analogie mit dem Kreis führt auf die har- 
monischen Eigenschaften der Polare. 

Sei P [(i^tj) der Pol, g{ (ulv) eine beliebige 
seiner Geraden und schneide die Kurve 1) in den 
Punkten j(xjy,) und d{ (x, |y,) reell oder ima. 
giuär, alsdann gilt für die Koordinaten des Schnitt- 
punktes die quadratische Gleichung 3), und ea ist wieder 
x^p + 2x(r+r^0, also: (Schubert 8. 113} 
s. 4-x, = — 2,r:e; x^x^ = v:q 
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Fragt muu nach dem Puukt Q [ (^, ;^,), der mit P die 
Funkte C und D harmoniach trennt, so ist nach §3. 8. 19 

(>:.+^=)a + l.) = 2(x,x, + ||,) 
oder 

7*) ^l'(. + (H-|.).7+^ = 
wonach 3): p = ^_y(u=-f v=); „ = ^(v„— v) ^j-v^a— 
j'u(vb — 1); E — (Vg — ^v)^ — j-v'a^ — 3'(vb— 1)^, also geht 
7^) üher in 

T') (i^ + V -v) (i, Ä+ V„~v) ^7 [y^(|_a)(^ _a) 
+ (|u+vb-l)(^.u + vb-l)]. 

Da ^^U|,y — VßU und {durch g) sowohl |a — 1 

7«) v= (iu, + , y,-l) (?. u„ + 7, v„-l) ^ vV [(I. 
— a) (I, — ») + ()? — l')(';i — b) ] woraus nach (erlaubter) 
Division mit v* wieder : 

')q(fi)?(i,i,)=i-[(i->)fe-»)+(i-i>)(%-i>)i 

d. i. aber die Gleichung der Polaren. Damit igt der 
Hauptsatz der KegelacimittsIehrG erwiesen: 

Die Kegelschnittspunkte einer beliebigen 
Sehne werden durch einen Pol auf der Sehne 
und seine Poiare liarmoniscb getrennt. 

Der Satz gilt völlig allgemein, gleichgültig, ob der 
Po! innen oder aussen, ob die sich um den Pol drehende 
Sehne die Kurve K schneidet, berührt, oder nicht 
sehneidet (d, h. die geraeinsamen Lösungen der Gleich- 
ungen 1) und der Sehne imaginär sind). 

Wir haben in diesem Satz ein Mittel, um von 
einem Punkt P (ausserhalb) die Tangenten an K zu 
ziehen und nwar mit alleiniger Hilfe des Lineals. Man 
hat nur nötig (Abschnitt 1 § 8), die Figur des 
vollständigen Vieraeita herzustellen. Man zieht also 
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TOD P die boiden Sekanten P 1, 2, P 3, 4, wo 1, 
2, 3, 4 Punkte der Kurve sind, zieht 1, 3 und 2, 4, 
achneiden sich in Q, und 1, 4 und 3, 3 solineiden sich 
in R, so ist E,Q die Polaro von P. Verbindet man 
die Pnnkte A und C, in denen RQ die Kurve K 
schneidet, mit P, so sind PA und PC die Tangenten, 

Die Punkte PQR hilden ein sogen. Tripel, da 
PQ die Polare von R und PR die Polare von Q ist, 
das Dreieck PQR entspricht sich also bei Pola- 
risation durch die Kurve K selbst. Zieht man von 
Q eine Tangente an die Kurve, ao liegt also der Be- 
rührungspunkt auf PE; Wir haben die Satze: 

Das Stück jeder dritten Tangente zwiaolien 
awei festen Tangenten wird durch den eignen 
Berührungspunkt und die Polare desSclinitt- 
punkts der festen Taugenten harmonisch ge- 
teilt, und 

In jedem Taugeutendreieck schneiden 
sich die Eoktransversaleu nach den gegen- 
überliegenden Berührungspunkten in Einem 
Punkt und liegen die 3 Schnittpunkte der 
Tangenten mit don nickt zugehörigen 
Polaren in Einer Geraden. Ebenso einfach or- 
gieht sich aus der harmonischen Eigenachaft des voll- 
ständigen Vierseits der Satz : 

Die Diagonalen des einem Kegelschnitt 

den sich in Einem Punkt, (Die Seiten des Einen 
sind Polare zu den Ecken des anderen Vierecks.) 
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§ 20. Sehneiiacliai' und Vurclnnesser in Konjunktion. 

Rückt der Pol P ins TJnendliche, d. h. werden die 
Geraden, die auf ihm liegen, parallel, so rückt der zu 
ihm harmODiache auf jeder Seline in die Mitte der 
Sehne, also : 

Die Mitten aller parallelen Sehnen liegen 
auf Einer Geraden, der Polaren dea ia der Eloh- 
tuQg der Sehneuschar unendlich fernen Punkts, 

Polaren, deren Pol unendlich fern, 
heissen Durchmesser, Der einzelne heisst der 
Sehnenschar, die er halbiert, konjugiert (angeordnet). 

Der Durchmesser selbst achneidet die Kurve in 
zwei (reellen oder imaginären) Punkten ; die Tangenten 
in diesen Punkten gehören mit zu seiner Sehnensohar, 
es sind also die Taugenten zu je zwei parallel, und es 
ist jetzt leicht, eine Tangente von gegebener Bichtuog 
zu konstruieren. 

Dieselbe Konstruktion , welche zum Pol P die 
Polare liefert, gieOt auch den zur Sehnenschar kon- 
jugierten Durchmesser, nur sind 12 und 34 parallel; also; 

Die Verbindungsgeraden der Endpunkte 
paralleler Sehnen schneiden sich auf dam 
konjugierten Durchmesser und: 

Die Tangenten in den Bndpunkten einer 
Sebne schneiden aich auf dem konj ugierten 

Der Schnitt m zweier Durchmesser ist harmonisch zu 
zwei Punkten im Unendlichen, also liegt seine Polare 
ganz im Unendlichen ; es ist eine unendlich ferne Rerade, 
deren Koordinaten u :^ T = sind, und da wir gene- 
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raliter völlige Aequiralena zwischen der Geraden und 
ihren Koordinaten haben, so müssen wir auch an 
u^O v^O nur Eine Gerade anordnen, somit ist die 
Polare von M die unendlich ferne Gerade, und da sie 
jeden Durchmesser im Uneiidlicheu schneidet, somuss 
M die Mitte allor Durchmesser sein. 

Der Punkt M ist also der Mittelpunkt 
oder das Geutrum des Kegelschnitts, d. h. 
ein Punkt, welcher jede durch ihn gehende 
Sehne halbiert; M kann, auch ins Unendliche rücken 
oder, was dasselbe ist, die Durchmesser können parallel 
sein. Da es zu jeder, also auch zur uneadlich fernen 
Geraden, nur Einen Pol giebt, so giebt es auch nur 
Ein Ceutrum, Wir wollen nun diese Kesuitate durch 
die ßechnung bestätigen. 

Es sei P { (II >j) ein unendlich ferner Punkt, d. h. 
also I und fj oder doch eins von beiden ttber jedes 
Mass gross, alsdann ist sicher entweder l;|oderl:jj 
=^0 und die Gleichung des Punktes P ist; u^-|-v);^=0 

d. h. — — ^= -— , der Eichtungsfaktor aller Geraden 

durch P ist konstaut, die Geraden von P sind parallel, 
wie an und für sich klar. Es geht dann 7) über in : 

8) ^q(x|y) = ,[Ci-.)T-(y-b)u] 
WO Ä i^ieder U|,v — v^u ist; Da 8) in x und y linear, 
so ist 8) j einer Geraden jc, 8) hängt aber nur von u;v 
ab, und bleibt daher für alle parallelen Geraden, oder 
w. d. a,, für alle Geraden von P, ungeändert. Ist 
G (u|v) eine bestimmte von ihnen, welche die Kurve 
K in (Xj yj und (x, y^) schneidet, so ist ihr Richtungs- 
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falitoi- ■ ~ -- = ^'^^^ ^- ^- «3 ist erlaubt, in 8) für 

u zu Hetzen y, — y^ und für v — (Sj— x,). Weil 
aber (xjyi) und (Sjlyj) die Gleichung 1 der Kurve 
erfüllen, so wird 8) erfüllt, wenn 2x^x, + s,; 
2y — yj + yj gesetzt wird, d. h. die Gerade 8, die 
Polare jc von P, geh t durch die Mitte jeder 
Geraden von P d. h. sie halbiert die Scliaar 
paralleler Sehnen, derea Elch tungaf aktor 

Sei jetzt ii:' konjugiert zu ( — u':v') ein zweiter 
Durchmesser, so ist für den. Schnittpunkt M sowohl 
!i:^0 als ii' = und somit 

A (.-.)^-(,-b)u . .v-v.u 
» ) J- - (:,-.)v.-(j-b)u' - „. ,'-v. «■ ^- *■■ 
■,b.ri-|- = is- oder (X-.) =«.»,; (,-b)_*T. 
folglich ergiebt 8) für die Beatimniung von d-, da 

*=[(x— a)v— (y-b)u]:^ ist: 
q(s|y)=*(ii/ + Y,')-l+au„+ v„b=j.*; d. h. 

und (x-a) = i>u„; {y-b) = dv„; x = » + &n.; 

d. h. aber aus den Koordinaten von M sin d so- 
wohl u «nd V als auch n^ und v' völlig ver- 
schwunden, sie hängen nur von den Kon- 
stanten der Kurve ab, der Punkt M ist also 

Ist e = 1, so ist & und damit x und y unendlich, 
d. h. also: bei der Purabel liegt das Centrumim 
■Unendlichen, ihre Durchmesser sind parallel. 
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No, 8 lässfc sich auch schreifaea 
9) s(^u„-yj.)+y{-iv, + ii7)-(^-3.ay+ybii)-0 
oder xB + y?— 11 = 0; es aind also (Au^, — v;'):n uad 
UV|,-|-iij'):a die Koordinate» TT und V des DurcL- 
messers, welcher der üichtung (u|v) konjugiert ist und 
~a:ß iat sein Biohtungsfaktor, Für die Parabel ist 
— ci:(? = — v„:u„, d. h. uaoh § 12 8. 53. 

Die Dur chmeBS er der Parabel stehen aut 
der Leitlinie senkrecht. 

Da für die Parabel daa Ceatrum als Pol auf seiuer 
Polaren liegt, so sagt man, dass die Parabel von 
der unendlich fernen Geraden berührt wird. 

Man zeigt umgekehi-t, das3 die Polare /i von 
M { (II sj) die unendlich ferne Gerade ist. Es ist 
C[{^]j)=y&, also wird 7) nach Division mit yä- 

d. h, aber/t hat die Koordinaten 0|0 oder /i iat die 

Es ist ebenfalls sofort zu verifiziren, dass M auf 
jedem Durchmeaaer liegt, dar| + V^j^l oder 
w, d. i. a i -r ßi = n iat, mao brauclit nur die Gleich- 
ung 5(Up'-|- v,,^ — y) — — (ua-]-vb^l) zu benutzeu; 
daas dann M die Mitte jedes Durchmeasers ist, folgt 
sofort daraua, dass sein 4. harmonischer im Unend- 
lichen, wird aber auch direkt mit Benutzung von 
, '^i + ^i — ^^^ (g 19 g, 83) nachgewiesen und oiine 

2 e 

jede Mühe, wenn man den Koordinateuanfangspunkt 
nach F verlegt d. h. n^ X aetzt^ 

Unter der Sehneuachaar (u [ v) welche der Durch- 
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messer (U ) Vj lüilbiert, ist Eine, welche dufcli H geht, 
also seibat eia Durchmeaser (U' V) ist, Ku^eordiiet der 
Eichtung (u' v'). 

Aus (ieii Gleichungen 9) folgt dann 





l'V' = 


= l'v„ 


+ u'r = 


■ vv 


und hieraus 




u' = 


<iu.- 


-»r)i v 




■.(_Ay^ + , 


jy) 


h. 


al)ai-; 


t' 


u 

=^ -y- 


al 


.0: 




hö 


rtoi 


nDiu 


■chmes; 


lei- 


zur Seh 





Solche Durchmesser heissen UocjugiBr t. Diese 
ZuordnuDg ist für die Paiale! g egeustandslos, 
weil DUi die unenllnih ferne Gerade als durch M 
gehend unf dem Durchmessei nidit parallel angeselien 
werden kaun, hezw da alle Durcbmesser parallel sind, 
jeder sich seihst ltjii]iyieit ist Di der 2. Schnitt- 
j unkt le? Duichiiiebseid der Paiabel mit der Kurve 
1111 "unendlichen lie^t, ae geht die Kurve mitten 
zwischen Pol und Polaie hindurch, und dies 
ist die chaiakteri3ti3i.he Eigenschaft der Parabel, Ist 
M im Endlichen gelegen, so kann der Durchmesser auf 
aeiaer Sehn ensoh aar senitrecht stehen, die Bedingung 
dafar istCg 12 S. 53) uTT+vV=0, d. h. aber: 
^Ku + v„v) = 

Ist Ä identisch d. h. ist n„ = und v„ = 0, so 
sind alle konjugierten Durohmesser aufein- 
ander senkrecht, dann ist aber die Loitlinie die 
uaendlich ferne Gerade, d. h, die Kurve ist der Kreis, 
und wir treffen hier eine wohlbekannte Eigenschaft des 
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Kreiaes wieder, Ist -1 nicht identisch. 0, so haben wir 
nur die Lösungen u ; v = u^ : v,, oder u : v ^ — (v„ ; uj, 
beide LösUDgen ergeben ein einaiges Paar kon- 
jugierter Durchmesser, welche aufeioander aenk- 
recht stehen: d er Durchmesser parallel der Leit- 
linie und der auf ihr senkrechte. Diese 
Durchmesser heiaseit die Äsen der centralen 
Kegelschnitte: Ellipse und Hyperbel. Aus 
8) folgt, dass Eine der beiden, die auf L senlirechte, 
durch den Brennpunkt geht, diese Axe heiast 
die Hauptaxe, die andere bei der Elipse kleine^ 
bei der Hyperbel Nehenaxe. 

Auch bei der Parahel giebt es einea Durchmesser, 
der seine Sehnenschaar unter rechtem Winkel halbiert, 
der, dessen Schaiir die Eiohtuug der Leitlinie hat. Da 
für diesen ^ ^ 0, so geht auch er durch deu Brenn- 
punkt und heisst die Axe der Parabel. Oft nennt 
man die Axeii geraeinsam Hauptaxon. 



VII. Abschnitt. 

Die Parabel. 

g 21. Gestalt der Kurve. 
Die Parabel ist der Kegelschnitt für deu e = 1, 
d. h. sie ist der Ort der Punkte, welche von einer 
festen Geraden, — der Leitlinie (L) — und einem 
festen Punkt — dem Brennpunkt (F) — gleichen Ab- 
stand haben, bezw. ist sie die Kurve, welche von der Ge- 
samtheit aller der Geraden umhüllt wird, welche L 8& 
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schneiden, das» sie den Winkel zwis^^hen L und dem 
Brennatrahl nach dem Suhnittpiinkt halbiei en , oder, 
was dasselbe ist, sie ist dei Oit dei Symmetrieaxen 
aller Strecken, welche von 1 naoh L gezogen werden 
können (i'ig- 14). Den Bei uhruiij,3punkt B aelbat er- 




Flg 14 

hält man, wenn man in dem zugehoiigen Punkte der 
Leitlinie auf ihr das Lcth emthtet (Fitf 15). Aus- 
gezeiühnet ist die Tangente, welche L paiallel ist, sie 
geht durch die Mitte 8 des von T auf L gefällten 
Lothea Fö, Punkt & heiaat; Soheitel der Parabel, 
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die Tangente inS: die Scheiteltangente, die Ge. 
rade GF ist naoii Definition die Axe der Parabel. 
Die Senkrechten auf L, welche die Berührungspunkte 
liefern, sind die D urchmesaer. Sie haben mit der 
Kurve zwar auch nur einen Punkt gemeinsam, aber ikr 
Schnittpunkt im TJneudlichea kann als Parabelpunltt 
gelten, weil das Veriiältnis PF:PA sich mit wach- 







■/' 


^ 


\ 


\ 


■'S 




q F 



1 B tf ng 1 Punktes P raehr und mehr der 
Ektnht Mn sieht, die Kurve liegt ganz auf 
d S t n L b . der Scheiteltangente, auf der 
P ] gt D e A t It L und damit die Kurve in 
z jmm t h T le, die Tangenten drehen sich 

n 1 's h t It nte oberhalb und unterhalb fort- 
k nd na h 1 Ax zu, bis sie in unendlicher Ent- 
fe nung n 8 unt e nander und der Axe 
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wei-den, und die Ase der Kurve uad einander im ua- 
endiioh fernea Punkt der Parabel ti'effen. Alles dies 
ist leicht durch die Rechnung zu bestätigen. 

WähJt maa 8 zum Anfangspunkt, die Äse zur 

X-Äse, die Scheiteltangente zur Y-Äxe, nennt die Länge 

— >- 

voQ F G kura p, und setzt ala + X den Strahl 8 F 

(est, ao iet: 

u„ = — 2p; v„ ==0; a^ %p; h=^0; e = 1 
uüd damit gehen 1) und 2) über in 

I) y= = 2px; 2) v'^^Siip-i 
wir haben also dieselbe Erscheinung wie beim Kreis. 

Die Parabelgleichung enthält in Punkt wie in 
Linienkoordinateu nur die eine Konstante p von der 
die Gestalt der Kurve abbangt, sie heisst der Para- 
meter, Grenzfälle sind p =0 -~ dann artet die Kurve 
in die (doppelt nu denkende) X-Axe aus — und p ^ cc, 
dann geht die Kurve in die unendlich ferne Gerade 
über. Da in Folge von 1) y = + y2px, dagegen 

X = ^— völlig bestimmt ist, ao folgt, dasa die X-Axe 

2 p 
d. h. die Kurvenase für die Kurve eine Symmetvieaxe 
ist, ferner dass auf jeder Seite der Axe die Punkte 
der Kurve sich von beidea Seiten fortwährend ent- 
fernen, aber ao, dass die Abstände von der X-Äse sich 
immer schwächer und schwächer ändern, ao daaa die 
Kurve im Unendlichen als der X-Axe parallel ange- 
sehen wird. Zu X ^:: -|- 00 gehört zwar auch y = -\-x) 
und y= — CO, aber da wir die Gerade als im Un- 
endlichen geschlossen denken, so können wir diese 
beiden Punkte (xj -|- <» ) und (x| — co ) , 
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fallend anseilen und im verschwindenden Abstand von 
der i-Axe, weü ^x gegen x verschwindet, wenn x 
über jedes Mass gross, so dass wir die Kurve als im 
Unendüchen geschlosaen denken und den unendlich 
ferneu Punkt in der Richtung der Axe. Es hindert 
ferner nichts, anzunehmen, dass zu jedem y ausser 
dem X, welches 1 liefert, noch der Wert x = co gehört, 

1 ist ^ mit Oj:ä + 2px—y= = 0; woraus 

0— KO^^o' ü J 

entsprechend der Tiiatsache des vorigen §, wonach alle 
Durchmesser (deren Gleichung y ^= c ist) die Ktii've im 
unendlich fernen Puakte schneiden. 

Die Gleichung v' = 2up— ' zeigt a), diisa zu jedem 
u zwei gleiche und entgegengesetzte v gehören, d. h, 
dasa zu jedem Pnnltt der X-Axe zwei symmetrisch 
gegen die Ase gelegene Tangenten gehören, die reell sind 
für alle negativen u, d. h. für alle Punkte auf dem 

Stralil S Ö, für 8 selbst fallen beide v zusammen. Zu 
jedem v gehört nur ein u, es giebt scheinbar durch 
jeden Punkt der Y-Axe, d, h. der Scheileltangente, nur 
Eine Tangente, dazu kommt aber wieder die Lösung 
u^t», ci. h. die Scbeiteltangente selber. Die Gleich- 
ung 2 giebt eine bequeme Erzeugung der Kurve aus 
ihren Tangenten. Die Gleichung v^— 2up~'> = ist 
hervorgegangen aus o^ — ^i des § 17, wir entnehmen 
daraus den Satzr 

Eine Gerade schneidet die Parabel, he- 
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der Gegenpunkt des Brennpunkts in B 
auf die Gerade auf die Bi'enn pun k ta; 
der Leitlinie, auf die Leitlinie oder 
gegengesetzt fällt. 



Die Gleichungen der Tangente und der Polare 
folgen aus 7) und 9) des § 20. 

3) y j' :== p (s + s>) bezw. a^^) y ^ = p (x + i). [Be- 
riihrungspunkt (XjiyJ; Pol j {^1';)]. 

Au3 3) bezw. 3«) folgt, dasa wenn y^O, so x 
= — s' (beaw. —v'\ <i. h, die Tangente (Polare) 
achneidet die Axe so, dass der Scheitel in 
der Mitte zwischen dem Schnitt und dem 
Fusspuakt der Ordinate des Berührungs- 
punkts (Poles) liegt. 

Aua 3) erhellt die für die Parabel charakteristische 
Thatsache, dass die Konstruktionsfigur ABF 
der Figur 15 sich au der Raute ABFT ver- 
vollständigen (Fig. 16) läast, sowie der Satz: 

Alle Parabeltangenten (bezw. Polaren) 
werden awischon Kurve (Durchmesser) und 
Axe von der Scheit ei taugen te halbiert. 

Die Senkrechte auf der Tangente im Berührungs- 
pankt heisst hei allen Kurven Normale, das Stück 
der X-Axe zwischen dem Fusspunki ß der Ordinate und 
dem Schnittpunkt T der Tangente heisst Subtangente, 
das Stück zwischen dem Fusspankt ß und dem Schnitt 
der Normale N heisst die Suhnormale, 

Aas der Kongruenz der Dreiecke TAG und FB ß; 
GAF und jsBN folgt: 
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e ist doppelt so laug als 
stant und gleich 
i Brennstralil S'B deu 



3 wichtiger; 




Kreta, so trifft er die Axo in T uad N und liefert 
Tangente und Normale zugleich. Da die Tangente die 
SyninietrieaJte zu E" A, so ist ea leicht, you irgend 
einem Punkt P an die Parabel die Tangentan zu kon- 
struieren. Man hat nur um P mit P F einen Kreis zu 
schlagen, der {wenn P ausserhalb, d, h, PF>PC) 
(Fig, 17) die Leitlinie in den Punkten A und A, 
schneidet; die Symraetrieaxen au PA hezw. PA' sind 
Slmau, Analjciacbe äoaiueCrlo der Ebene. T 
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dann die Tangenten uud B und E, die Bevüliruiij 
punkte. 

Da die Tangente dea "Winkel ABF halbiei-t, 
halbiert die Normale den Nebenwinkel, d. h. : 

ÄlleStrahlen, welche von F hör die Kur 
treffen, werden in der E,ichtuii g der Äse 7. 
rückgeworfon, und alle Strahlen, welche 




■ Eichtuiig der 
. Kurve treffen 



Diese Eigeoschafteu, von denen der Brennpunkt 
aeinen Namen hat, machen die parabolischen Spiegel 
Bo wichtig für Optik, Wärmelehre «ud Elektrioität. 
Die Parabel hat ausserdem noch Bedeutung für die 
Mechanik als "Wurf lini e und für die Astronomie 
als Komet enhali.'i. 
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§ 22. Weitere Bi'QniipiiiiktseigciiscliAfteiu 

Vervollständigt man Eig, 17 dadurch, dass mau 
F mit E und B^ verbindet und zu A A, die Ase zieht, 
welche durch P geht, lässt dagegen Ai P weg, so ent- 
steht Fig. 18. A, PF ist als Centriwinkel doppelt 



so gross als der Peripheriewinkel A^ AF, welcher gleich 
ABP ist, weil beide den Winkel BAF zii 90" er- 
gänzen; somit ist ^A, PF=r«j:ABF d.h. dieDi-eiecke 
Ä, PF und ABF, sowie ihre Hälften, sind iihnHoh. 
Die Fig. 18 ist wie Fig. 16 für die Parabel charak- 
teristisch, sie ergieht eine E,eihe von Sätzen (u. Auf- 
gaben), von denen einige schon im vorigen § als all- 
gemein giltig erwiesen sind. 

Als speziell für die Parabel gelten: 

1) Der Brennstrahl nach dem Pol iU 
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mittlere Proportionale zwiaoken deiiBrenn- 
Btrahlen nach den B erülirungspiink ten. 

2) Die Quadrate der Tangenten verhalten 
sich wie ihre B erührungahr enns tralilen, 

3) Die Tangenten bilden mit demBrenn- 
strahl und dem Durchmessernach ihremPol 
(Schnittpunkt) wechselweisegleiche Wiukel. 

4) Der Tangenteuwinkel ist die HSli'te 
des "Winkels unter dem die Polare vom Brenn- 
punkt aus ersclieint. 



Flg. IB. 

Da Winkel B, PF gleich PBF, so hängt er von 
der Lage des Punktes P auf der Tangente PB nicht 
ah, d h 

5) 2ieht man \ om Brennpunkt aus nach alleu 
Tangenten uatei konatantem AVmkel Strahlen, so hilden 
die Scheitel diejeni|je Tangente, welche mit ihrem Be- 
luhiungsbiennstiahl diesen Winkel bildet. 

Sei ABC jetzt em von 
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Dreieck (3 Parabel tan genten bilden stets ein Dreieck, 
da, weil M des vorigen g im TTnendlichen, nie 2 Tan- 
genten einander parallel sind) und zieht man durch A 
und B den Durühiuesser, und verbindet A und B mit F, 
(Fig. 19), so folgt aus Satz 3 {Fig. 18) sofort, dasa 
^ACB «ud AFB gleich sind, weil beide gleich 
a—ß, also: 

6) Das Stück jeder dritten Tangente 

oder: 

7) Der Bi'ennpnukt lie^ auf dem jedem Taiig'eiitcu- 
drei eck Hingeschriebenen Kreis. 

Durch 3 Tangenten wird also der Brennpunkt auf 
den Umkreis ihres Dreiecks gebannt, während die zu- 
gehörige Leitlinie sich um den Höh eo Schnittpunkt dreht, 
durch 4 Tangenten ist also die Parabel völlig 
bestimmt; 4 Parabeltangenten bilden stets ein voll- 
ständiges Vierseit mit 6 Ecken im Bndlichen, die 4 
Umkreise der 4 Dreiecke solcher Konfiguration schneiden 
sich stets in Einem Punkt Also: An jedes voll- 
ständige Vierseit ohne parallele Seiten lässt 
sich Eine und nur Eine Parabel anschreiben. 

Der Schnittpunkt zweier Umkreise zweier Dreiecke 
ist F, die Gfegenpunkte von F in Bezug auf zwei Seiten 
bestimmen L. 

§ 23. Sehnen- «ud Polar-Eigenschafteu. 

Die Gleichung der Sehne kann man entweder ebenso 
wie beim Kreis aus 1) des vorigen g ableiten, oder sie 
allgemein für alle Kegelschnitte ableiten und dann 
spezialisieren. 
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Beaeiohnet man die Form (die Hake Seite dor auf 
gebrachten QleicJiung) der Tange nt engl ei ciiung mit 
T '' wo p den laufenden Punkt und h den Berülirungs- 
punkt bedente, und T sich nicht ändert, wenn man 
beide vertauscht, so ist die Gleichung der Sehae durch 
A j(i,lr,) indB j (x,:y,):T,'+T,'='r,", .omil 
für die Parabelsehne 

4) yy,— p{=^ + kJ + yya— p(x + x,) ^ y, y,— p(x^+x,) 

oder yy,— ps + yy,— px = y,y, 

oder y (y, + yj -y, (yj + yj = 2 p X— 2 p X, ; (y, = = 2pj: J 

d. h. 4^)y-y,=^l^(x-x.). 

Der ßichtuagafaktor jeder Sehne ist also 

wenn ■ij die Ordinate ihres Mittelpunktes bedeutet. 
Ist i die Äbacisae zu ■>!, so ist, da (l'l'j) auch auf AB 
liegt 

Die Gleichung der Sehne ist in dieser Form mit 
der der Tangente völlig ideiitiscW uud au Stelle des 
Berührungspunktes tritt der Mittelpunkt der Sehne; 
und sie gehen in einander über, wenn {i \ ^f) ein Punkt 
der Kurve d. h, wenn A und B zusammenfallen. 

Da -^ der Bichtungsfaktor der Sehne, so folgt 

hier direkt der Satz: Die Mitten der parallelen Sehnen 
liegen auf einer Parallelen zur X-Axe, d. h. auf einem 

Nennt man die Senkrechte auf der Sehne in der 
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Mitte M { (J \ li) die SeiiQeunoniiale, so iat deren 
Gleichung 

woraus wenii y=0 gesetzt wird, erhellt, dass ganz 
allgemein für alle Seil neu normalen der Satz gilt; Die 
Subnormale ist konstant and gleich dem Pa- 
rameter. 

Bezeiolinet man den "Winkel, welchen die Sehnen- 
schaar mit ihrem Darchmesser bildet, mit ß, so ist 
i; ^:poot/' die Gleichung des Durchmessers, Der Punkt 
S, in welchem er die Kurve im Eudiicheu trifft, heisst 
sein Scheitel, dessen Ähsctase i nach 1) gleich 'l, p 
cot'(J. Die Tangente im Scheitel 8 hat ebenfalls wie 
5) zeigt, den ßichtu-ugsfaktor p/'j^^tg/?, wie schon 
bekannt ist. Transformiert man die Gleichung 1 der 
Kurve auf den Durchmesser ■i/^^'pGotß als X'-Ä.se 
und die Tangente in 8 als Y"'-Axe, so ergeben unsere 
Gleichungen aus § 13, da «—0 und J— ß und w = 
90", iat 

x = x' + y' cos^+ 'I, p=ootV; y=y'sin^+p Gotß 
somit y' sin'^ + 2py' coa^ + p'cot^ = 2ps=2px* 

+ 2 p y' cos (? + p" cot° ß 

6) j''==2i,'x' 
wo p'= p,'ain' |S, In Worten: 

Die Parabelgleichung behält in Bezug 
auf einen beliebigen Durchmesser als S-Axe 
und seine 8 chei t el tangent e als Y-Axe ihre 
Form, ja seihst p', der Parameter der Sehaenschaar 
oder des Durchmessers, behalt die Bedeutung; da es 
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gleich ('lsP + ^)2, so ist es gleich dem doppelten Ab- 
stand des Scheitels 8 von der Leitlinie. Bie Gleich- 
ungen 5 der Sehne und Tangente behalten also auch 
ihre Form, nur geht p in p' über und es bleiben also 
auch die Sätze die daraus folgen, z, B. 

Jede Tangente achneidet jeden Durch- 
messer 30 weit hinter dem Scheitel, als die 
konjugierte Sehne durch den Berührungs- 
punkt vorne. 

Wir finden, heisst dies, durch Kechiiung den Satz 
bestätigt: 

Die Tangenten im Endpunkt einer Sehne schneiden 
den konjugierten Durchmesser so weit hinter S als die 
Sehne vorne, oder: Der Pol liegt aut seinem Duroh- 
messer soweit hinter dem Soheitel als die Polare vorne. 

Wenn also PQE ein Trip eldr eieok (§ 19 
S. 85) ist, so bestimmen die Mitten der drei 
Seiten die H den Polaren parallelen Tan- 



g 24'. Quadrierun^, Potcnzsatz. 

Auf dem eben bestätigten Satz beruht die Qua- 
drierung der Parabel. Sei P ein Punkt ausserhalb 
der Kurve, AB seine Polare (Fig. 20), S der Scheitel 
seines Durchmessers. Die Tangente in S halbiert als 
Parallele zu AB Strecke PA in P, und PB in P,, 
also ist: Dreieck ASB==2 Dreieck A, P B, (sie 
haben gleiche Höhen und AB ist — 2A, BJ. 

Man kann nun ebenso durch P^ und P, die Durch- 
messer Pj 8, und Pj Sj ziehen, dann wieder in S^ und 
S, die Tangenten, welche wieder P, A und P, S bezw. 
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P, B und r, S halbieren, und so fort in infinitum; stets 
iat das Sehnendreieck daa Doppelte des Tangenten- 
dreiecka. Die Sehnendreiecke füllen dann schliesslich 
das Parabelsegment AS Baus, und die Tangenten- 
dreieoke die Flache zwischen der Kurve und den 
A und B. Da alle Glieder der einen 




Summe doppelt so gross als die einzelnen Grlleder der 
anderen sind, so ist auch die ganze erste Summe doppelt 
so gross als die zweite. Also; 

Die Parabel teilt das Dreieck des Pols 
und der Polare im Verhältnis von 1:2 oder 

DaaParabelsegmentASBist^^desDrei- 
eoks APB. 
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sageu (da SMB obei: 



PMB ist): 

Die Parabel teilt da 
au8 den Koorilinaten eines 
zogen auf irgend eitlen Durchrae^ 
taugente als Äxen) von i n n e 
Verhältnis 2 zu 1. 



■ Punkte, (be- 
d seine Scheitei- 



rotcHzsatz. 
Sei (Fig. 21) AB eine Seliue, F ein bcKebiger 
Punkt auf ihr, M die Mitte, SM der küiijugiorte ÜLirüh- 




mesäer. Die Polare vun P schneidet AB iu Q, so dass 
also A und B durch P und Q harmoniach getrennt sind, 
sie subaeidet deu DurcbmesBer durch P in D, so dasa 
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D S, und Sj r gleich Bind und trifft M S im Pol C von 
AB, so daas CS und S M gleich sind. Alsdann ist, 
wenn BM = j^ nach 6) y' =2p's', wo p' nur von 
der Sehne AB abhängt; es ist aber y'' = MP.MQ 
^2p'x' und wegen der Aehiiliohkeit 2x:QP = 
MQ:PD, also MP. PQ - p' PD = 2p'p" wenn p" 
den Abstand dsa Punktes P vom Scheitel seiner Durch- 
messer bedeutet; MP.PQ ist aber BP .PA und somit: 

Daa Eochteck aus den Abschnitten der 
Sehne im Punkte P ist gleich dem Produkt aus 
dem Parameter der Sehnenschaar und dem 
doppelten Scheitelabstand des Punktes P. 

Die Eechteckeans den Abschnitten zweier 
sich in P schneidenden Sehnen verhalten sich 
wie die Parameter. 

Das Verhältnis der ßechtecke bleibt un- 
geändert, wenn beide Sehnen parallel ver- 
schoben werden. 



Vlir. Abschnitt. 

Ellipse. 
§ 25. Die Kurve. 

Die Ellipse ist der Kegelschnitt, dessen numerische 
Excentricität e kleiner als 1 ist. Sie besitzt ein Centrum 
M, eine Hauptaxe die durch P geht und eine kleine 
Axe, welche senkrecht auf jener, der Leitlinie L parallel 
ist. Wählt man .die Häuptaxe zur S-, die kleine Axe 
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08 Ylir. Abschnitt. Ellipse. 

ur Y-Axe, so ist ia 1) des Absotnitts VI zu setzen : 
„ = 0, b — 0; e = 0, ferner ist in den Gleichungen 

i : a + &Ug = 0, somit u^ — , dann geht 1) über in: 

1) xni-e^) + y'-a^e-Ml-e') oder 

Ersetzt man \-~\ (A. h. den absoluten Betrag 

Oll a : el ilnrcb A nnrl — ' iliirr.h "R. an irpbt. 



1' 



la) 



Dies ist die G-leicbiing der Ellipse für das Haupt- 
axensystem. Da wenn y = 0, x = + A, und weani^O 
y := + B, so sind2Äund2B die Längen der Haupt- 
in 1«) kommen nur die Quadrate von x und y vor, 
daraus folgt, daas die Kurve sowohl in Bezug auf die 
X- als auch Y-Äxe symmetrisch ist ; die Hauptaxen 
teilen die Kurve iu 4 kongruente Teil- Quadranten. 
Die Symmetrie in Bezug auf die Y-Äxe erfordert, dass 
die Kurve symmetrisch zu E und L noch einen zweiten 
Brennpunkt E, und eine zweite Leitlinie L^ besitat. 
(Eig. 22). Mau sieht sofort, dass ausserhalb des 
Parallelogramms (+ A| + B); (— A H-B); (— A|— )B; 
(+A| — B)keinPunli:t der Kurve liegen kann. DiePunkfo 
S und S' resp. <j und ir' heissen die Scheitel der Kurve, 
Die Lange von EM, welche ja] ist und daher Ae ist, 

heiast die lineare Excen trioität, während i 
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109 



der Abstand der Leitlinien von M, gleich Äe— i ist. Die 
Ellipse ist eine geschioaseae ganz im Endlichen ver- 
laufende Kurve, deren aalie Verwandtschaft mit dem 
Kreis schon aus 1*) hervorgeht, sie wird zum Kreis, 
wenn Ä = B d. h. aber e = ; dann fallen beide Brenn- 
puakte auf M und beide Leitlinien ins Unendliche, 
Umgekehrt sieht man, dass die Ellipse aus dem Kreis 
um M mit dem Dui'ciimeaser 2 A, dem Hauptkreis, 






Fig. ä 

durch Druck gegen die S-Axe(bezw. aus dem Kreis umM 
mit Durchmesser 2 B durch Äug) hervorgeht, hei dem 
alle Absciasen ungeändert bleiben, die Ordinaten alle 
im Verhältnis A'B zusammengedruckt (bezw. wie B : A 
ausgedehnt) werden. Diese Bemerkung ist zuerst 
von Stevin (1585) benutzt worden, um die Ueometrie 
der Ellipse aus der des* Hauptkreiaes abzuleiten. Da 
alle Rechtecke, deren Grundlinien auf der S-Äxe liegen, 
und deren Ecken entapreohende Punkte sind, d. h. 
deren Ordinaten sich wie A/B verhalten, auch sich 
wie A|B verhalten, so aieht man, dass jedes Ellipsen- 



y Google 



110 YIII. Atechnitt. Ellipse. 

fläeliBnatück sicli zu dem enfapre oh enden Kreisllächen- 
stück wie B;A verhalt insbesondere ist derln- 
halt dor Ellipse AB;i. 

Man konatruiert unabhängig vom Kauptltreis be- 
liebige Kiirvenpunkte , wenn man FÄ der Fig. 12 
innerhalb und ausserhalb im Verhältnis e teilt und über 
die Teilpunkte als Durchmesser den (Apollouischen) Kreis 
schlagt, der die Seakrechte auf L in A in denKur\ren- 
punktan B und B^ schneidet. 

Die Gleichung der Ellipse io Linienkoordinaten 
wird (nach Abschnitt VI) 

2) A' u' -f B^ v=— 1 = 0, 
und mau sieht, dass mit ganz unwesentlicher Aenderiiug 
die KechmiDg sich wie beim Kreis gestaltet. Die 
Koordinaten der Tangenten von V { (s, | y,) sind wieder 

_ B^ Sj + p A By^ _ A V, + p A B X, 

'''^ = ~K^;'~+W^^'"' ^'^ = A'y/^B^x,^^ 
also die Gleichungen der Tangenten 

wenn wieder p' das Resultat der Substitution von Xp 
j'p iu die Form der Ellipsengleichung bezeichnet, und 
Potenz heisst. Ist p^^O, d. h. P auf der Kurve, 
so giebt es nur Eine Taugeate, dereo Gleichung daher 

ist. Wenn p' > d. h. P ausserhalb der Ellipse, giebt 
es zwei reelle Tangenten, und wenn p' <0, d. h, P 
innerhalb der Kurve, so sind die Tangenten imaginär. 
Die Gleichung der Polaren ist der Perm nacli mit der 
der Tangenten identisch, nur dass x' und y' die Ko- 
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§ 26, Konjugierte Durchmesser. 111 

ordinateu des Poles siud. Da weim y = 0, x^ x' = A' 
so ergiebt 3") eine einfache Konstruktion der Tangente 
in P, mittelat des Pythagoras; man schlägt um M mit 
A den Kreis (dessen gedrüolites Abbild die Ellipse ist) 
verlängert die Ürdiaate bis sie den Hauptkreis im 
entsprechenden Punkte trifft, legt an diesen die Kreis- 
tangente, schneidet die Grosse Ase in der Entfernung 
X(, von Mj im Paukte T, so ist T P die Tangente, (i'ig. 22.) 

g 26. Konjugierte Durcliinesser. 
Wir fanden 8. 51 zwischen den ßiuhtuugsfaktoren 
konjugierter Durcliiiieaser die Beziohnug 

_u' Äa,^^y _ u„°+ v,^ 

v" iv„ + n„j. '"" =■ e" 

da hier v, = 0, u. = so ist y = a-'^, wenn der 




PiB. aa. 
Einfachheit halber die Hauptaxen fortab mit 2 a und 

2 b bezeichnet werden; da ^^n^v, so ist — ; = 

e'— 1, also wenn man (i'ig. 23) die Winkel, welche 
die Durchmesser mit +X bilden, & und ^' nennt. 
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112 VIII. Absclinitt, Ellipse. 

4) tang^ tangffl'= ^, 

AHB dieser einfachen Beziehung entspringen eine 
Seihe vott Folgerungen. 

1) Der Quotient ändert sich nicht, wenn beide 
Axen den Eaktor S erhalten. Passi man also M als 
Aehnlichkeitscentrtim und Lüdet die Ebene, in der die 
Ellipse liegt, von M aua im Grundverliältnia S ähnlich 
ab, so entapriciit der Ellipse um M mit den Halb-Axen a 
und b, die E 1 1 i p s e mit den Halb-Axen Ö a und d b ; kon- 
jugierte Dur cbmesser der vonM aus ähnlichen 
und ähnlich liegeaden Ellipsen sind als ge- 
rade Linienidentiach, undfolglich sind die 
beiden Abschnitte jeder Seoante zwischen 
solchen Ellipsen einander gleich. 

2) Wenn tg^^^'^— ,soisttgi»'=^^^ d.h. diese 

beiden Durchmesser liegen symmetrisch zur kleinen 
Axe und zur grossen, und sind die Diagonalen 
des in den Endpunkten der Axen d. h. also 
in den Scheiteln der Ellipse umgeschriebenen 
Parallel ogrammes, Sie haben der Symmetrie wegen 
gleiche Länge, was auch i'echnerisch sofort erhellt, denu 
nennt man die Länge des Durchmessers mit dem Winkel 
^ ,2a'" (ku^' „2b"') so sind für einen der Endpunkte 
x^^a'oos^; y=^a'sind, somit 

oos" & sin' Ö 1 

Da 5 nur die Quadrate des Cosinus und Sinus 
enthält, so bleibt die linke Seite für den Supplement- 
wiukel ungeändert, und es haben ganz allgemein 2 
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. Konjagierte Darclimesser. 113 

lohe symmetrisch zurkleiaeo (uöd damit 
auch zur grussen) Ase liegen, gleictie Lauge. Man 
kann 5) auch, weil b'^ ^ a° — a^e' ist, die Form gebeu: 
5a,j i-B'co3'*^l)'a' . Dies ist die Gleichung 
dev Ellipse iu P o larko ordinaten für M als 
Pol, und die grosse Äse als Polar- Axe; aus ihr folgt 
sofort, dasa die grosse Axe der grödste, die kleine Ase 
der kleinste Daruhmeäser; dass die Durchmesser der 
Sohaar S von his 90 fortwährend fallen, der Schaar 
*' von 90 hia 180 fortwährend waohaeu, hei d -]- *' 
— 180 Gleichheit stattfindet. 

Ist b ^ a, so sind alle Durchmesser gleich, die 
konjugierten stehen aufeinander senkrecht. 

3) Der Gleichung 4 lässt sich, da L' ;= a^ (1 — e') 
ist, die eiofache Form geheu (wenu #'^d ;^ w gesetzt 
wird) 

4*) cos w ~ e' cos & cos &' 
auch lässt sich 4) ohne weiteres achi-eiben als 
■4i>) b' sin 5 siu &'- + a'eos* cos fl'=0. 

4) Kombiniert mau 5*) (nach e' cos' & bezw. e' cos" ^' 
autgelöst) mit 4*) so ergiebt sich fast unmittelbar 



6') a- b' .in- w_ !,■(«' +1.'' 


-b) 


E.i,t.b„..'_ J^;b'' = 


aM)" 


b'oos^i^ + a^sin'd zu Folge 4); i 


1 (ß) n {&') ist (Sub- 


traction der aiife Quadrat erhobeü 


eii Relation 4i>;) = 


a° b' srn^ w, somit erhalteu wir 




6) a'" b'' sin- w = a- b- 




Dor Vergloioh von 6) mit 6') 


ergiebt sofort 


7) .■' + i''" = «' + b" 




SiiDon, Aualytlsclia Geometrie der Eb 


eBe. 8 
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114 Vin. Abschnitt. Ellipse. 

und somit 7=^) n{&) + ii(y)-^{g,' + b^} sln^ w; G) und T) 
lauten ia Worten ; 

AllederEUipseUden Eadpunkten kon- 

beneParallelog ramme liabon gleichen Inhalt 
(nämlich 4 a b und 2 a b). 

Die Summe der Quadrate konjugierter 
Durch- (Halb)-me3ser iät konstant. 

Die Länge konjugierter Durchmesser 
istdurchdenWinkelzwiachen ihnen bestim mt. 

Die Beziebung der Ellipse aum Kreis giebt un- 
mittelbar den Satz, dass die Gleichung ihre Form 
nicht ändert, wenn man ein beliebigee Paar 
konjugierter Durchmesser au Axen wählt. 

Sei Durchmesser ^ die X-Axe, &' die Y-Axe, die 
positiven Eichtungen werden durch die positive Drehung 
der alten Äsen gegeben, " Dana ist der Abstand eines 
Punktes z. B. von der linken Leitlinie L unmittelbar 
gegeben, da sich die Gleichung Tön L in derHesse'achen 
Normalform sofort hinschreiben lässt, es ist i5=^|uj); 
cos a — — cos 1?, cos /? =: — C03 &', somit — L ! ^ X cos i^ 
_y coB#'— a e-i) also geht 1) S. 69 über in 

8) (ex cos* + ey cos*' + a)= =. [(x sin w+ ae sin&'f 
+ (y3inw-aesin*)' + 2(xsinw+aesiu*')(ysinw- 
a e sin*) cos w] sin-ä ^ oder 

sin^ w [x^ (l-e= cos' *) + j= (l-e= cos' &') + 2xy 
(cosw— e" cos* cos*')] +2ae siuw [x (sin*'— (sin* cosw 
+ co3*sinw)+y{-sin*-|- sin*' cosw-cos*' sin w)] 
+ c. 

Der Fiiktor von xv ist in Folge von 4"), die 
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g 27. Bi'ennpunktseigensfihaften, HI 

Faktoi-en von x und y desgl., weil siii^' =sin (* + w 
uad ain^ ^ ain{^'— w) ist. 

a'sin'w; weil a^e' = a* — h^, so ist 

a' e- Bin'^' ^ a'sin^d' + b^cos' &'—h^ 
a' e* ain'd = a^ bIq' & -j- b^ooa'*— b^ 
ihre giimme nach 7«) — (a' + b') sinV— 2 L", somit 
c = b* sin' w— 2 b'— 2 a'e* sin* sio^' oosw 
Es ist aber nach 4) uad 4^) 

c = b' sin" w -2 b' + 2 b' cos V ^ ~b" sin" w 
Nach Division mit b* und BanutEung von 5*) geli 
8} über in 



§ ST, Brennpunktaeigenschaften. 
Unterscheidet man die Brennpunkte wie 
, als F und F' und die Brenu strahlen von F 



lach dem beliehigen Punkt P der Kurve ala g und (}', 
10 ist nach der Fundamentaleigeuschaft der FIlipae 
venu 4-S wie üblich nach rechts gerichtet ist, (Fig. 24). 
i' =: e (MG-'— x) = a^xe und ebenso p ^ a -]- xe, somit 
9) p + j'^2a, In Worten: 
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116 VIII. Absohiiitt. Ellipse. 

Die Summe der Brennätrahleii ist kon- 
stant und gleich der grossen Ä.xe. 

Bezeichnet man den. Kinkel PI"S' mit y, so iat 
X— ae = ii'cogy; xe ^ej' cosy-f- a-e'; somit e',(l + 6 
i;03y) = a(l— e=). Es ist aLer a (1— e^) = eF'G' = p, 
wenn p die Ordinate durch- den Brennpunkt (für das 
Hauptasensyatem) bedeutet. 2p Iieisse Parameter; 

Dias ist die Gleichung der Kurve in Polarlcoor- 
dinaten für F' als Pol und P'G' als Axe, sie gilt für 
alle Kegelschnitte, und ist bistonsuh wichtig, 
weil Kepler aus ihr die Gestalt der MaraLahn er- 
acblosaen hat. 

Setzt man in d^) für f ein <p' ;=. 180 + f, so geht 
cosy' in ^cosgj über, somit 

112 

9") —-[ r = — . also: 

■* r 1 r' p' 

Bas harmonische Mittet aller Sehnen 
durch einen Brennpunkt ist konstant. 

Multipliziert man p' = a — xe mit g = a-|-se| so 
kommt pe' = a' — x'^e"; nach 5*) ist aber x'^e* = a' — h", 
somit; g p' ^ h% d, h. : 

Das Rechteck aus den beiden Brenn- 
strahlen einesKurvenpunktes ist gleich dem 
Quadrat des konjugierten Halbmessers, 

Die Formel 9 wird meist ausgesprochen: 

Die Ellipse ist der Ort aller Punkte, 
für weiche die Summe der A.bstände von 
zwei festen Punkten konstant ist. 
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§ 27. Brciinpanktsei genschaften. 117 

Der Satz giebt die mechanische Erzeugung der 
Kurve-, man schlingt um zwei feste Stifte loae einen 
Paden, und Ijewegt eine (einschneidende oder ab- 
färbende) Spitze so am Faden entlang, claas der Faden 
stets gespannt bleibt. — Geometrisch gestattet der Satz 
die KoQstrnlttion beliebig vieler Kurvenpuakte (es ist 
iiur ein Dreieck zu konstruieren aus der Basis, einem. 
Basiswinkel und der Summe der beiden andern Seiten). 
Man schlägt um F mit 2 a einen Kreis, verbindet einen 
beliebigen Punkt y' des Kreises mit F' und F, zieht 
zu F'y' die Symmetriease, welche Fy' im Kurven- 
punkte P schneidet. Diese Axe ist die Tangente in 
P, denn da sie den Ausseniviakel des Dreiecks FPF' 
halbiert, so ist, wenn sie die Hauptase in T achnei- 
det F'T:PT^e':e^(a— xej:(a-f-xe), und somit: 

-i-(FT+F'T) (oder s„)^a':x' oder s„x' = a^ d.h. 

aber nach § 25 TP ist die Tangeute. "Wir haben also 
die Sätze : 

Die .Gegenpunkte Blues Brennpunkts 
in Bezug auf alle Tangen ten, liegen auf dem 
um den andern Brennpunkt mit der Hanpt- 

Die Fnsspunkte aller Lote von den 
Brennpunkten auf die Tangenten liegenauf 
dem Haiiptkreis. 

Diese Sätze geben auch eine einfache Konstruktion 
der Tangente von einem Punkt Q ausserhalb an die 
Kurve; man schlägt um Q' mit QP' einen Kreis, 
welcher den um "P mit 2 ft geschlagenen Kreis in ip' 
und y'j schneidet, so sind die Symmetrieaxen z« F'y? 
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118 IX. Abschnitt. Die Hyperbel. 

bezw. F'y\ die Tangeuten. (Man kann auch den 
Hauptkrois benulzen). 

Wir haben auch den Satz: 

Die Normale in P halbiert den Winkel 
zwischen den zugehörigen Brennatrahlen. 

Von dieser Eigenschaft haben die Brennpunkte 
ihren Namen, das leiseste in einem Brennpunkt ge- 
flüsterte "Wort wird im ander 



IX, Abschnitt. 
Die Hyperbel. 

§ 28. 

Für die Hyperbel war e > 1, die Konstruktion von 

Kurvenpunkten mittelst des Apollo nischen Kreises 

bleibt bestehen, sowie die Gleichungen 1 nnd 1' der 

Ellipse. Da aber yi — e" imaginär, so setzen wir 

j = B und erhalteu, wenn man für A und B 

sofort a und b ach reibt 

''"?"— p = i; i')»'u'-v ,■ = -!. 

M<kn sieht die Hvpeib''l uateischeidet sich von 
dei Ellipse nui daduich, diss b° durch — b' ersetzt ist 
d h b dmch bi und sie kann ih Ellipse mit imagi 
narei Nebenaxe angesehen werden Alle Satze die 
wu für die Ell pae enechnet ktben bleiben, ib^esehen 
von der Veiwandluno von b sn — b' bestehen so z B 
ift i' — b = a° — b etc Genau wie die Ellipse ah 
\bbill lü-i Ivre> = is bei Zuisramcndin^kun^ der Mene 
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119 



sgeQ die Haiiptaxe im Verlialtnis a : h Ijetraclitet 
erden kann, kann dio Hyperbel als Abbild der gleich- 
sitigen Hyperbel angesehen werden, d, h. dor- 
nigen, für welche a :^ b ist; deren Geometrie ganz 
1 elementar wie die des Kreises abgeleitet werden 




Fig, Si 



kann [ef. Milinowaki : Element. -Sjntli. Geom, der gleicha, 

Hyp.) 

Entscheidend für die selbständige Behandlung der 
Hyperbel ist die grosse gestaUliche Verschiedenheit und 
besonders das A u f t r e t e n der A s y m p t o t e □. (S. 76). 
Zuerst ist klar, dass die Kurve (cf. Eig. 25) ganz 
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ausserhalb (,lie Ellipse ganz iuiievhalb) des riirnllelo- 
gramma{+a| + b); (-a| + b); (-ft|-h); {+a|-h); 
liegt; auch ganz ausserhalb des Streifens zwischen den 
Geraden s— a = und x + a = 0. Die Kur« heatebt 
aus zwei getrennten Zweigen oder Aesten, die sich 
symmetrisch zu beiden Axen ins Unendliche erstrecken. 
Die Symmetrie in Bezug aul die Y-Axe verlangt wieder 
einen aweiten Brennpunkt F' und eine zweite Leitlinie 
L', Die Nehenaxe schneidet die Kurve in zwei ima- 
ginären (nicht sichtbaren) Punkten , da wenn x ^ 0, 
y =^ -[- bi ist {i =^ I/Hi), man kann daher eigentlich 
von keiner bestimmten Lange dieses Durchmessers 
reden, kommt aber üborein, 2 b als die Länge desselben 
festzusetzen. Die Asymptoten gehören zu den beiden 
Schaaren Gerader, welche mit L, also auch mit der 
Y-Axe Winkel w bilden, bestimmt durch sin 'w = e—^, 
und daher die Kurve im Endlichen höchstens in Einem 
Punkt schneiden; die heiden "Winkel w ergeben aym- 
nietrisoh zur T-Axe, also auch zur X-Axe, liegende Ge- 
rade; nennt man die Winkel, welche sie mit der X-Axe 
bilden, q> Mnd ^, so istcos^y bezw. cos''V=^e~^, i h, 

b^ . , b 

tg f = tg^ = — j-; wir setzen tgy =; + — ; tg^ ^^ 

. Die Gleichungen der Asymptoten sind also von 

der Form — + u ~l~ i^' -^"^ 1) ergiebt sich, da ja für 
die Asymptoten gar kein Schnittpunkt im Endlichen 
üegen darf, c = (ebenso aus 8. 76 ^— s = 0), d. h. 
also u':v'^h':a^ und u und v^oD. Die Asymp- 
toten sind also die heiden Geraden der öchaar, welche 
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durch M gehen , tiud in welche ilie Diagonalen des 
Parallelogramms (-|- a [ + b) etc. hmeinfallen (cf. Fig. 
26). Die Asymptoten sind alao anzusehen ala Tan- 
geaten in den beiden unendlich fernen 
Punkten der Hyperbel. Man sieht aus l') sofort, 
dass, wenn a und v sehr gross sind, 1 gegen die linke 
Reite verschwindet, so daas, wenn n und v über jedes 




) Ger 



, 1') übergebt i 



x'—h'^ 



= 0, d. h. alsc 



aber 



füllen die Tangentengleichung. Man k.ann auch direkt 
au3 l) sehen, daas wenn x (und y) sehr wachsen, 1 
gegen x' und y' verschwindet, so das3, wenn x (und y) 

über jedea Masa waobsen, 1) übergeht in -^ — ,— , = 0, 
d. h. .W (i+i] (^-1) = 0, d. 1,. .1.0 ii. 
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Hyperbel geht im UnemlHobon übe 


r in das 


System der beidoa Geraden 2) — -]- 


■i = »; 


~ g- =0, uiid das sind die Aaymptol 


„u. Wir 



haben nns den Verlauf so zu denken, dass, wenn ein Punkt 
vom Scheitel S' aus die Hyperbel durclilänft, so dasa 
er erst anf dem rechten oberen Zweig sich be- 
wegt, er im TJneadlioheJi aai die Asymptote der Rich- 
tung q> gelaagt, von da aus in den linken unteren. 
Ast gelangt, zurück zum Scheitel 8, auf den Haken 
oberen ins Unendliche, dort die Asymptote der Eich - 
tung ip trifft, auf ihr in den rechten untern Ast 
zurück nach S kommt: Die Hyperbelzweige hängen, 
heisst dies , B o zusammen , dass im Unendlioheu der 
rechte obere mit dem linken unteren zusammenhängt, 
und im zweiten unendlich fernen Punkt der linke obere 
Ast mit dem rechten unteren. 



Man kann das Asy mp t ot enp aar auch ansehen 
als eine Hyperbel, welche der ui-sprüaglichen ähn- 
liches Abbüd vom Centrum M im Grund Verhältnis 
ist. Die Gleichung der ähnlichen Hyperbel für den 
Massstah d lüsst sich schreiben -? — ■rs'=*' '^'■^■^ g^^'i^j 

W..U ^ = 0, <ll..r ^4-^^ = °'1"(t + t)(v 

— f^-]=0, diese Gleichung spaltet sich in h-r- 

= und — — -f- = 0, und stellt daher die beiden 
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Asymptoten dar, D^nnit ist gleich bev 
Sehnensahaar der Hyperbel auoli zwischen 
den Asymptoten voq ihrem konjugierten 
Darchmesser haWfiert wird oder: 

Die Abschnitte jeder Sekanten zwischen 
Hyperbel und Asymptoten sind einander 
gleich. 

Da für ein Paar konjugierter Durchmesser die Be- 
ziehung gilt: 

3) tgiJ'tg*'^ -a- 

und sowohl tg^^i ala tg'^ gleich — ^ ist, sofällt in 
jeder Asymptote ein PaarkonjugievterDurch- 

Die Alten halhiereü die Winkel zwischen den 
Asymptoten und es ist tgV (bezw. tg^ifi) ^ tg^tgiJ'; 
also: 

Jedes PtLar konjugierler Durchmesser wird durch 
die Asymptote» hannoniscU getrennt. 

Man kann dies auch ohne Trigonometrie sofort 
nachweisen. Die Gleichungen der Asymptoten sind 

Die eines Paars konjugierter Durchmesser: 
0^'n'ä=y— xtg^; = Tr^ = y— xtg*' 
Da sie alle 4 durch M gehen, so ist 

b /l + -i\ , b /l -J- M 

und weil tgd'tg5'' = ^ musa-l=— ,« sein, d.h. aber 
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die 4 Geraden bilden ein harmonisclieB Biisohel (nach 
§ 8). Damit ist aber bewiesen, daas alle Sehnen zwischen 
den Asymptoten yon ihren DuTOhraessern halbiert 
werden, also aueh 

Alle Tangenten werden zwischen den 
Asymptoten im Berührungspunkt gehalftet. 

Die Durchmesser der Hyperbel bilden also eine 
Involution, deren Hauptstrahlen die Asym- 
ptoten sind, auch die Durchmesser der Ellipse sind, wenn 
man je einen Durchmesser um die kleine Axe klappt, 
harmonisch zu den beiden gleichen Durchmessern auch 
eine solche Anordnung eines Strahlenbüschels heisst 
Involution, die erste hyperbolische, die aweite 
Elliptische. 

Da tg* tg*' — -j-, HO sind & und *' entweder 

beide spitze oder beide stumpfe Winkel, d. h. die 
positiven Zweige eines Paares konjugierter Durchmesser 
liegeu stets aul derselben Seite von +X bezw. -i-Y; 

Ist Itg^l < — , soi3t|tg*]> — und v. v.; wir 

wollen aber stets die Richtungswinkel für welche 

l*S ^i ■< — ' ^'^^ ^ '^^^ ^^^ andern mit ^' bezeichnen. 

Die Bedingung, dass eine Gerade die Hyperbel schneide, 
ist (8. 75 ) a'—Q t > 0, also hier u^ a"— y' b* < 1 < 0, 
und für die Geraden durch M für die u und v über 
jedes Mass gross, geht sie über in n^a" — v^ b" <0, d. h. 

«1 !bi , 
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Nur dieDarchmesser der Schaar ^schuei- 
den die Hyperbel. 

Die Durclimesser der Schaai' &'^ schneiden nicht 
in reellea Punkten, sie werden von der anderen Schaar 
durch die Asymptoten getrennt, und es ist für üire 

Endpunkte x' = b'oos^'; y = b'sin^', also:-- — ^ 

eiu'^"- _ 1 ^1 , , , __ T? H 1 

alao nur die Durchmesser der Schaar # bestimmte 
Läage 2a', wir setzen fest, dasa die anderen die Länge 
2^1iabeu. Man siebt dass die Durchmesser der Schaar 
1? die Aaymptotenwiakel ausfüllen, weiche von der 
Hauptaxe halbiert werden, in denen die Hyperbel 
liegt, während die Durchmesser der Schaar &' die 
Winkel , welche von der Nebenaxe halbiert werden, 
ausfüUeö. "Wächst & von bis rp, so nimmt ö' ab von 
90 bis y; nimmt ^' zu von 90 (genauer 90 -f- 0} bis ip^ 
so nimmt # ab von 180 bis j//. Man sieht ferner; 

der Schaar ^ parailel sind, schneiden beide 
Äesto der Hyperbel; die Geraden, we Iche einem 
Durchmesser der Schaar*' parallel sind, 
scbneiden oder berühren nur Einen Ast oder 
scheideo gar nicht. 

In der gleichseitigen Hyperbel, für welche e' ;= 2, 
und b ^ a ist, stehen die Asymptoten aufeinander 
senkreobt, all? Durehmesser haben gleiche Länge, ö'-|" 
S' ist 90 oder 270 (im Kreis ^'— *=90). 

Trägt man auf den Durchmessern der Schaar *' 
nach beiden Seiten von M aus ihre Haibläugen ß ab, 
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126 TX, Abschnitt, Die Hyperbel. 

so erhält man Punkte, für welche x' = /5^ eo3^^'; y* = 
ß^sia.''ä-', sie genügen also der Gleichung 

-^-^ = -1 oder -f!~^= 1- Di«se Punkte 

bilden also eine Hyperbol, für welche die alte 
Hauptaxe zur Nebenase, die Nebenaxo zur 
Hautasegewordenaind, sieheisstdie konjugierten 
Hyperbel, liegt gaua im Neben winke! räum 180^2 gi 
die Figur 26 stellt sie punktiert dar, ihre konjugierten 
Durchmesser sind dieselben, wie die der Schaar &', die 
Nebendurchmesser der gegebenen sind zuaobneiden- 
den, zu. Haup tdurchmeaseru geworden, nnd um- 
gekehrt ; die Beziehung ist eine gegenseitige. Die Brenn- 
punkte beiialten ibren Abstand von M, da a" e' r= a' -}- b' 
ist, sich also durch Vertäu soliung von a und b nicht 
ändert. Die Sätze über die ein- nnd umgeschriebenen 
Parallelogramme der Ellipse behalten ihre Giltigkeit, 
wenn man die Endpunkte der Nebendurchmesser durch 
diebetreffenden Punkte der konjugier tenHyper bei 
Ersetzt. 

Die Brennpunktsetgensohaften äadern sieh gegen 
die der Ellipse Mar insofern, als z. B. für den ersten Äst 

Für die'nyperbel ist die Differenz der 
Brennstrablen konstant. 

Im übrigen bleiben die Sätze des § 27 bestehen, 
nur halbiert die Tangente den nach der Kurve ge- 
richteten Winkel der E rennstrahlen. 
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g 29, Quadratur. 127 

§ aü. <Jiia<iratur. 
Trausformiert man die Hyperbel auf die Asym- 
ptoten ala Äsen, und so dass als -|- X' dor rechte nntere 
Strahl der Asymptoten, und ala + Y' der rechte obere 
Strahl dient, 30 ist in den Formeln der g 13 «"gleich 
SöO^y, ß gleich rp zn setzen, somit: 

K = (s' + y')co35^; y = (y'— x') S'"!'? ""fl '^^ ~ä*~ 

= -,-„ — = -s — p-s , so erffiebt sich aus 1 

t« a'-|-l)' ' " 

als Gleichung der Hyperbel, bezogen auf die Asym- 
ptoten ala Axen ; ea ist die denkbar einfachste Gestalt 
einer quadratlsrhen Form, und da c' sin Sji so gut kou- 

Zieht man durch eineuPunkt der Hyperbel 
dieParallelen zu den Asymptoten, susobliesaen 
sie mit den Abschnitten auf den Asymptoten 
Parallelogramme yon konstant emlnhalt ein. 

Da der Berührungspunkt jeder Tangente zwischen 
den Asymptoten in der Mitte liegt, so kann man auch 
sagen : 

Jede Taugente schneidet voa dem Aaym- 
ptotenwinkel ein Dreieck von konstantem In- 
halt ab. 

Da das Dreieck einer Scheiteltaugente die Fläche 
ab hat, ao haben alle diese Fläche, und man sieht ohne 
Reobnuag, dass c'^ sin 2 71 = 'l^ a b. 

Man kann auch sagen: 
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IX. Abschnitt. Die Hypeibel. 
le Gel 



, dasf 



einem festen Winkel ein Dreieck von festem 
lulialt abscliueidet, so umiiüllt sie eine Hy- 
perbel, 

Da die ganzen Parallelogramme flächengleich sind, 
SO sind auch ihre Hälften gleich, d. li. also die Drei- 
ecke MRO und MAP und MBQ (Eig. 27) sind 
fläche Ligleich. 




Damit folgt der Satz : 

Der Hyperbelsektor MPE ist flächen- 
glelch dem FläckeastÜck zwischen seinem 
Bogen,dor einen Asymptote, und denParal- 
leleu durch die Endpunkte des Eugens zur 
andern CEPA. 

Dies Flächeiistück bezeichnen wir als Hyperbel- 
trapez T. 
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QuadraturdesHypertieltrape 
{Fig. 27.) 




Es söi MA^B, MB = ^, AB = ß~a^A; 

Mail denke sich AB in. n gleiuhe Teile geteilt, 
die Teilpunkte seien A,, Aj etc., die Abscissen MA, ; 
MA^ etc. seien x,, x^ etc., die augehörigen Ordinatea 
j,, j, etc., und die Karvenpunkte P,, P^ etc. Da die 
Abscissen x von A nach B beständig wachsen, und 
sy = c^, so müssen die Ordiuaten beständig fallen. 
Der Inhalt jedes Hyperbeltrapez, z. B. des kten, liegt 
zwischen den Parallelogrammen aus Strecke A][..i Aj; und 
y^-i bezw. Ai[_i An und y^. Sei Tk ' das Trapez, a'6 



yk_i ^■sin2y>T|;> yi, — sinSy; 
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130 IX. AbseLnitt. Die Hyperliel. 

somit musa es im Innern von Tk einen Punkt Qii 

{ iik\'^h) geben, so dasa ^k ~ sin 2 y = Tu ist. 

Wird die Anzahl n ina Grenzenlose vermehrt, so 
fallen Äu_i und Ab, yk— i undyi, melir und melir zu- 
Hanunen, schliesalicli ist es erlaubt, joden 
Zwischenwert zwischen yi, und yk— i als tj], zu 
brauchen, Ba ist aber aowohl yi, = c^Xn— * ak i;ii 
^^ c' ^b"* und somit ist 

T-STk = ^f— j-siii39> = c'sin29,l^. 

Wirbehmjteu nuu las wt-nn uu — = log-^- 
setzen, |ji stets zwischen xii_i und x\,, unl somit auch 
^ii zwischen "Vk und Jr i fallt Fs ist Xfc : xi,_i 

= l + z,aI.ol.g^- = log(l+z) 

= z- g-l-^. . . also log(l-l-z) kleiner als z, also 

d d 

£k grösser - - ; |ii > n + (k — 1) ; ^k > ^k-i. 

Andrerseits ist log (1 -{- z) grosser als z — -x-, also 
erat recht grösser ■ . . . oder z', wenn n « + k > 2, 
d. h, a merklich von verschieden, also ^k kleiner 
;^.|>.. + l4if.kl.i..v». 

Damit ist bewiesen : setzt man - ^- = log 

ulk '^ Sk-I 

und ist a hinlänglich gross und a tou merklich ver- 
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g 30. Die Sätze von Pascal und Brianclicui. 131 

schieden, so liegt ^it zwischea yk und yt-i- Lässt man 
aun n unendlich werden, so ist 

^ Tu z= c" sin 2 y flog -^j-^ log |^+ log 1^ + .- 

"Wir haben das wichtige ßesnltat: 

Das Hyperheltrapez ist gleich dem 
halbenEechteck aus den halben Hauptaxen 
multipliziert mit der Differenz der Loga- 
rithmen der Abacissen oder Ordinalen der 
Endpunkte. 

Der Hyperbelsector ist gleich dem 
halben Eechteck aus deu halben Hau jitaicen 
multipliziert mit der Differena der Loga- 
rithmen der Projectioneu der Radien auf 
die eine Asymptote in der Eichtuug der 
anderen. 

g ÜO. Die Sätze von Pascal und Biianchon. 

Setzt man in die Ortsgleiohung 1 der Kegelschnitte 
die Koordinaten eines beliebigen, also im Allgemeinen 
ortsfremde» Punktes P | (x | y) ein, so heisst der "Wert 

von P P^-e^ P A^ - (x-a)^ + (y-b)= - ^^^, 
Kx + v,y-l)' " " 

diePotenz des Punktes P in Bezug auf die Kurve 1, 
und werde mit K (p), auch blos mit K bezeichnet. 

Legt man durch P irgend eine Sehne, welche die 
Kurve (reell oder imaginär) in den Punkten 
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I (^1 [yj "^'^ ■'-' I ("^ali's) schneidet, und maelit P zum 
Nullpunkt und PC zu + X, so ist P C . P D ^ x, x, 
= i:e (§.19 Seite 83). 

Da v = a>, so ist .. g ^ (l-3.(a^ + b^) ) : (u/—/) 

— , 2 , —■ Erianert man sich, <Jaas -^ , 

= Ö„' — PANsfc, sowie dass a' + b^ — PF^ so ist 
_ Pg=-en> A°_ K(P) 

IJ ^,5^2— i_^^2g2j2 ^1— e'ain^w 
wo w den Winkel bezeichnet, den die Leitlinie L mit 
PO bildet. Wir haben den Potenasata : 

Das Rechteck aus den Abschnitten aller 
durch denselbea Punkt P gehenden Sehn en 
ist gleich der Potenz des Punktes P, raulti- 
pli'ziert mit einem Faktor, der nur von der 
Sehne als gerader Linie abhäitgt. 

Ist |PP| > e |PÄ], so sagt man, P liegt ausserhalb 
der Kurve, dann ist K (P) positiv, C und D liegen, 
wenn reell, an derselben Seite Von p, ist K (P) nega- 
tiv, 80 IJegl; P zwischen C und' D; x, Xj ist negativ. 
Pur den Kreis wird x, x^ :^.P'P'— r':^ MP=~r", ist 
also, wie bekannt, für alle durch ,P gehende Sehnen, 
konstant. Für die Parabel ist e = 1, somit 

1) 'PC.PD^— 3— = ^j^. Es war aber (§ 23 

S.103)sin^a= \, also PC.PD=-- . Es ist aber 

leicht zu Beigen, dass, wenn S der Scheitel des durch 
P gehenden Durcbmessers , also SA;^SF ist; PE"' 
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§ 30. Die Sätze von Pascal und Brianchon 133 

— PA' = K(P) = 2pp", wo p" = PS {also positw, 
weuu r ausserhalb), also 

PC.PD^2p^p", 
wie Bchon im Abschnitt VII § 24 bewieseü ; wir haben 
dazu den Satz: 

Die Potenz eines Punktes in Bezug auf 
eiae Parabel ist gleich dem doppelten Pro. 
dukt aus, dem Parameterdec Kurveund dem 
Abstand des Punktes vom Scheitel seines 

Bezeichnet S- wieder den Winkel des der Sehne 
parallelen Durclimesaers mit der Hauptaxe der Ellipse 
oder Hyperbel, so ist sin^ w^ cos'öj und somit für 
die Centrailtegelaohnitte: 

XX K('') 

' 2 1— e^ cos' & 

Es ist aber 1 — e^'cos^^ bezw. e'''cos'^^— 1 nach 5) 

§ 26 gleich b° &^—^, wo a' deu Halbmesser bezeichnet, 

welcher der Sehne CD parallel ist; also für die Ellipse; 

^^^ K(P)." 

Zieht man durch P den Durchmesser, der die 
Kurve in G' und D' schneidet und bezeichnet PC 
mit i^ und BD' mit |„ so ist 

K(P)CM° 

[OM| = |DM| werde mit p bezeichnet, so ist $^1,— 
PM'^p^~d^ — p*, und somit 

2) X..X. = '^'-''•' ..- 

Diese Formel gilt auch für die Hyperbel ; also ; 
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Das Trodukt aus den Abschnitten einer 
durch den Punkt P gehende Sehne eines 
Centralltegelaohnitts iat gleich dem Pro- 
ductaus den AbscknittendesauP gehörigen 
Durchmessers muUipli ziert mit dem Ver- 
hältnis der Quadrate des der Sehne poral- 

DieEechteokeausden Abschnitten aller 
durch PgahendenSehneuverhalten sich wie 
die Quadrate der den Sehnen parallelen 

Das Verhältnis dieser Eechte cke bleibt 
ungeändert, wenn die Sehnen parallel ver- 

Diese Sataö gelten auch für die von P 
gezogenen Tangenten (ohne Eücksioht, ob P 
aussen oder innen liegt). 

Das Wesentliche ist, dass das Eechteok aus den 
Abschnitten aller durch P gehenden Sehnen s die Form 
hat f(F)£(ß) wo die Funktion y allein vom Punkt 
P, die Punktion f allein von der Sehne als Uaradan 
abhängt. 



Seien (Fig. 28) A, ; A^; A^; A^; A^; A„ irgend 
6 Punkte eines Kegelschnittes, es werde für dieselben 
eine bestimmte Eeikenfolge z. B. die angegebene fest- 
gesetzt und die Paukte ia dieser Peihenfolge zu elnera 
Sehnenaeohseok verbunden. Es werden Punkte , deren 
Index nm 3 verschieden ist, als Gegenpunkte bezeichnet, 
wobei 6 = gesetzt wird, also A^^j = Aj, A54.8 = A^ 
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1 Pascal und Biianchon. 135 



etc. Seiten, deren Ecken paarweise Gegenpunitte sind, 
also A„ Aj und Ä, A^ , A^ A^ und Aj A,, A A^ und 
ÄjÄj heissen Gegenaeiten Der Si,hmttpuiikt eines 
Paares Gegenseiten heisst Hauptachnittpunkt Enl^ 
sprechend ist die Bezeichnung wenn man statt von 6 
Punkten von 6 Geraden a^ a, au'igeht, dana heisaen 
die Verb iüdungsgeia den eines Padresvon Geifenpunkten 
Hauptdiagoiiaien. 




Flg. 3 

Wir betrachten irgend e 
drei nicht in einer Ecke zusammenhängende Seiten 
des Sehaensechsecka sind wie A^A^; A, A^; A^A^; ea 
sei UV"W. 

Für dieses Dreieck ist jede der 3 übriger 
eine Tranaversale und daher nach dem Menelaos {§ I 
IIA, .VA, .WP = "WA. .IJA,.VP 
UR.VA^.WA^^Wß.irA, .VA. 
UA„.VQ.WA,^WA,.UQ.VA, 
Multipliziert man diese 3 Gleichungen und benutzt 



den Potenasatz, wonach z. B, IT A, U A, . = y (TJ) f (A, AJ 



1 Seiten 
.8.S.42). 
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136 IX. Abschnitt. Die Hyperbel. 

und IJÄ,.IJÄ,^f (IJ}f{A5Aj, so heben eicli alle 3 
PaktoreH q> und alle 3 Faktoren f und man hat 

3) UE.VQ.WP^'WR.UQ.VP 
d. h. nach der Umkehr des Meuelaos: 

DieSHauiitschnifctpunkte eines Sehiien- 
sechsecks eines Kegelsoliiiitt s liegen in 

Dieser Hauptsatz heisst oacii seinem Entdecker der 
rascal'sche Satz, (kura: der Pascal); Pascal soll 
aus ihm über 400 Folgesätze hergeleitet haben, und 
gründete auf ihn die ganze Lehre von den Kegelschnitten. 

Der französische Artilleriekapitän Brianchon wandte 
auf den Pascal 180ö die damals gerade durch Poncolet 
eingeführte Polarisation (cf. § 19) an, und erhielt sofort 
den nach ihm benannten dualen Satz zum Pascal den 
Satz des Brianchon: 

Schnitts schneiden sich die drei Hauptdia- 
gonalen in Einem Punkt. 

Sein Beweis beruht darauf, dass wenn der Kegel- 
schnitt ' selbst als Polarisationakurve benutzt wird, die 
Polaren von Ä, bis Ä, die Tangenten a, bis a, in A, 
Vis Ä, sind. Die Ecken des Tangenten Sechsecks 
sind die Pole zu den Seiten des Seh neu Sechsecks, die 
Hauptdiagonalen jenes die Polaren, zu den Hauptschnitt- 
punkteu dieses, und wenn die Pole in Einer G-oraden 
liegen, so schneiden sich (§ 19) die Polaren in Einem 
Punkte. 

Die G-erade PQE, der Fig. 28 heisst Pascals'ohe 
Gerade, der Schnittpunkt der Hauptdiagonalen 
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§ 30. Die Sätze von Pascal und Brianchon. 137 

"BrUnclion'scher Punkt. Die sechs PiiDlite bozw. 
Tangenten gestatten 6 ! ~ 720 verscliiedene Anordnungen, 
da aber <Jaa Sechseck (bezw. Seohaseit) sich durch 
cyclisohe Vertauachung seiner Ecken, d. h, eine solche, 
bei der jeder Punkt seine Nachbarn behält, sich uiclit 
ändert, und ebensowenig, wenn man die ganze Folge 
umkehrt, d. h. das Sechseck rückwärts durchläuft, so 
ergeben die 6 Punkte 60 Pascal'ache 6-Ecke und damit 
60 Paacal'sche Geraden und die 6 Tangenten 60 Brian- 
chon' sehe Punkte. 

Die Folgerungen aus Pascal und Brianchoa finden 
sich aus am mengestellt in Jleye's Gteometrie der Lage 
7. Vortrag; Spezielle Fälle haben wir schon im § 19 
gegeben, wean zwei oder drei Paar Punkte zusammen- 
fallen, also das Sechseck zum Vieveckbezw. Dreieck wird. 
Zunächst sind die Sätze umkehrbar: 

Ist ein Sechseck ein Pascal'sches bezw. 
Brianchon'schea, so liegen seine 6 Ecken 
(Seiten) auf (an) Einem Kegelschnitt. 

Der Beweis herultt darauf, dasa die Gleichungen 
1 und 2 je 5 Konstanten enthalten, welche durch die 
Koordinaten von 5 Punkten bezw. 5 Geraden generaüter 
linear bestimmt sind. Einen eigentlichen Kegelsctnitt 
erhält man nur, wenn keine 3 Punkte in Eiuer Geraden 
liegen. 

Die beidea grossen Sätze gestatten, wenn 5 Punkte 
bezw. 5 Tangenten eines Kegelschnitts gegeben sind, 
den 6. Punkt beaw. die 6. Tangente mit dem Lineal 
zu konstruieren, und damit alle. 

Man hat z. B. für die erstere Aufgabe nur nötig 
A, Aj und A^ A^ zum Durohachnitt in Q zu bringen, 
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durch Q eine beliebige Gerado (als Pascal'sche} zu 
ziehen, A^A^ schneidet sie in PjjAjA, in E,, dann 
schneiden sich A, P und A^ß ju Äj auf der Kurve. 

Ebenso lasst sieh mit dem Lineal, wenn 5 Punkte 
gegeben sind, in Einem von ihnen z. B, Ä^ die Tangente 
konstruieren beaw, wenn 5 Tangenten gegeben sind, 
auf Einer von ihnen z. B. a^ der Berührungspunkt finden. 
Man braucht nur Aj , . . A^ als Pascal'selies Secliseok 
au betrachten, hei dem A, und A^ ausammenfällt, bezw. 
aj , . a^ als Brianehon'sches, Maa kombiniert Aj A^ 
und A, Aj zu Q, A, A, und i^ ^ ,Ä, zu P, P Q schneidet 
AjAg m R, bo ist BA, die Tangente 

M<tn kann luch 4 Punkte geben und die Tangente 
in Einem vou ihnen, oder 3 Punkte und die TiUg^enten 
in zweien bezw 4 langetiten und den Bei uhrungsp unkt 
aut Einer etc 

Dasa der Kteia Sf'hon durch 3 Punkte hostimmt 
ist, hegt daran diisä ille Kieise {£, 16) duich dieselben 
beiden unendlKh feinen imaginaien Punkte gehen, 
ebenso i".! bei dei Panbel stets fjin Pft immun ^sstuck 
die unendlich feine (tei ide als Taugente gesehen 

§ 31. Die K»^elävlinitte als S«)initte <l«a Kegels. 

Schon Apoiloniua v. Pergae (etwa 250 v. Chr.) hat 
die Kegelschnitte unter dem gemeinsamen Gesichtspunkt 
der Schnitte eines Kegels durch eine Ebene aufgefasst, 
und diese Auffassung ward die Grundlage der projektiven 
Geometrie Poncelet's. 

A8B sei der Hauptschnitt eines beliebigen Kreia- 
kegels mit der Spitze S, d, h. der Schnitt durch S 
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§ 31. Die Kegelschnitte als Schnitte des Eegels. 139 

und die Mitte des Grandkreis, welcher auf der Ebene 
des Grundkreis senkrecht steht. Es werde durch den 
Kegel ein Schnitt senkrecht zur Ebeae ASB und 
parallel SB geführt (Fig. 29); durch einen beliebigen 



Punkt P der Schnittkurva werde die Parallelehene zum 
Grundkreia gelegt, weiche SA ia A, S B in B uad den 
Kegel in dem Kreis APBP^ achneidet. Es steht als- 
dana PDP' als Schuittgerade zweier Bormaleben en 
auf ASB senkrecht. PD werde mit y, OD mit s, 
AD mit x' bezeichnet, <8AB = ß, ^ÄSB — o, 
alsdann ist nach dem Potenasatz : y' = x' D B, aber D B 
ist konstant und als Parallele zwischen Parallele gleich 
der durch zu AB gezogenen Parallele OQ (gleich h) 
somit X*: x= sin ir: sinn, also 

y* = X b - = 2 p X 
d. h. die Schnittkurve ist eine Parabel. 

ist der Scheitel, den Brennpunkt findet man, 
wenn man in Q an OQ Winkel a anlegt,, sodass der 
freie Schenkel OD in G trifft, die Mitte von OG ist 
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r. Ist der Kegel ein Rotations- oder Gerader Kegel, 
so ist i' der Fuaspunkt des von Q auf D gefällten 

Lothes. Dann ist 08:^ - - ^ ■■ - d. h. der Ort von 

1— cos <s 
8 ist, wenn die Parabel gogeben ist, eine Parabel, deren 
Brennpunkt ist, deren Parameter p und die in der 
Ebene liegt, welcbe durch die Axe der Parabel senkrecht 
aur Parabelebeue gelegt ist. 

Sei jetzt (Fig. 30) P 0' q' eine Ebene senkrecht 



zum Hauptschnitt ASB, welche alle Kegelkanten 
Bebneidet. [Man erhält sie, indem mau in S auf ASB 
das Loth errichtet, durch S eine Gerade y im Aussen- 
rauin des Kegels zieht, durch S and y die Ebene legt 
und zu ihr irgend eine Parallele konstruiert,] Es 
werde noch Winkel OO'S mit 0', und AOD mit 0, 
AB S mit (3, 0' mit 2 a bezeichnet. Dann ist wieder 
nO BD sinO' 



' BD; 
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§ 31. Die Kegelschnitte als Sclmitte des Kegels, 141 
somit 

'-'(^— )^£^ 

Der I'aktor von x(9a^x), kurz ■9-, ist a) konstaat, 

b) kleiner als 1, da er sich (durcli Erweitern mit 2 

und Anwendung der rormel Ssinxsiny^^^ cos (x — y) — 

1 — w 
Oos(si-^y) auf die Form -- — ; — bringen lässi. Damit 

ist bewiesen : Die Schnittkurve ist eine Ellipse, deren 

grosso Ase 00' ist, denn aus dem Potenasata des vorigen 

Paragrapben folgt unmittelbfir die sogen, Scheitel- 

gleichung der Ellipse y^::^x(2a — x)— j 

"Wörtlich ist der Beweis für die Hyperbel derselbe, 
nur dass die Schnittebene parallel einer in den Kegel- 
raum eindriugenden Ebene geführt wird, welche aus 
dem Kegel zwei aymmetrisch an S B (u. 8 A) gelegene 
Kanten ausschneidet, welche die Bdohtuugen der Asymp- 
toten geben. 

Ist der Kegel ein gerader Kreiskegel, so ist 
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142 IX, Absolinitt, Die Hyperbel. 

^ 2 ' 

Zieht man durch wieder zu AB die Parallele 
OQ, so ist Q0'=80'-S0. Winkel Q00' = 90-- 

"^Q + Q) Wiakal OQO' =^90-f "also 

_.^ (0 + 0') 



y' ^ x(2 a— k) ^ wo 0' _-:= 2 a uud b^ - a=— a"«' und 
2ae-=80'— 8 0. 

Also der Abstand der Brennpunkte, die doppelte 
lineare Exceatricität der Ellipse ist gleich 
der Difiere na der Ab stände der Scheitel von 
der Spitze des Kegels. Bei der Hyperbel tritt 
an Stelle der Differenz die Summe. 

Wir hahen die Sätze: 

Der Ort der Spitzen aller Bot ationskegel 
auf denen eine gegebene Ellipse (Hyperbel) 
liegt, ist eine Hyperbel (Ellipse), deren 
Hauptaxe gleich der doppelten gegebenen 
linearen Excentrioität ist, deren Brenn- 
punkte die Scheitel der gegebenen Kurve 
sind, und welche in der EbeneUegt, welche 
in der Hauptaxe auf der gegebenen senkrecht 
steht. 
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Da die Parabel sowohl Gr 


eni^fall der 


Ellipse als der Hyperbel, sofo 


Igt der für 


die Parabel bewiesene entspre 


obende Sata 


hier ohne EeebnuHg. 




X. Abschnitt. 




Höhere Kurven. 





§ 33. Dclliiition Aar Tangente«, Doppelpunkte etc. 

Alle Kurven, deren Gfleiohimgen in Punkt- oder 
Linienkoordinateu nicht vom eräten oder zweiten Grade 
sind, fasat man zuaararaen unter dem Namen „höhere 
Kurven". Kohou von den Kurven ä. Gradea giebt es 
über 100 Arten, "Wir werden uns daher auf einige 
Beispiele höherer Kurven beschränken. 

Zuvor siad einige Begriffe festzulegen; vor allem 
der der Tangente. Für die Kurven 2. Grades genügt 
ea au sagen, die Tangente ist die Gerade, welche mit 
der Kurve nur Einen Punkt gemeinsam hat; daau war 
nötig, daas die beiden gemeiusamen Lösmigeii der 
Gleichungen der Geraden und der Kurve in Eine zu- 
saranienfielen. Man kann auuh sagen, die beiden 
Losungen haben einen verschwindeaden Unterschied. 
Hieran anknüpfend definieren wir Tangente im Punkte 
P der Kurve, als eine Gerade, welche mit der Kurve 
ausser P noch einen P unendlich nahen Punkt gemein- 
sam hat, der also für die Auschauung mit P ausammen- 
fällt.y'Da die Gleichung der Geraden nur 2 Konstanten 
enthält und die Bedingung, durch P (s, |y,) zu gehen 
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144 X. Abschnitt, Höhere Kurven. 

scLou eine Relation zwischen den Koordinaten, der 
Linie giebt, so gieht die Forderung auch noch durch 
eiaen zweiten, p unendlich nahen Punkt zu gehen, eine 
zweite ßelation, durch welche im Allgemeinen die 
Linienkoordinaten heatimmt sind, ausser wenn die zweite 
Relation identisch erfüllt ist. Im Allgemeinen haben also 
seibat die trän scen deuten Kurven (deren Gleichung als 
von uueodlicli hohem Grade angesehen werden kann} in 
eineiu beliebigen Punkt P nur Eine Tangeute. f Im beson- 
dereu kann die Eine Tangente in P mit der Kurve nicht 
blos Kwei zusamtnenfalleude bezw. unendlich benachbarte 
Punkte gemeinsam haben, sondern drei und mehr; ist 
diese Anzahl eine ungerade, so heisst die Tangente 
eine "Wende- oder Infi es ions- Tauge nie und der Punkt 
P ein Wendepunkt oder Inflex ionspunkt, da 
in diesem Falle die Kurve ihre Taagonte in P durch- 
schnei Ist — Gewöhnliche "Wendepunkte (bei denen 
3 und nioht mehr mendlioh nil e Kni venpunkte in 
Inner (jeri !en hegen) giebt is bei je 1er Kurve von 
hol er al& den 2 (jia! 

Es kann aber auch vorkommen lass die Kurve 
in P unzahlig viele Tangenten hat dass jede Gerade 
durch P die Kurve in z«ei unendhch nahen Punkten 
schneidet dies tritt ein wenn dip Kuive su/h selbst iu 
P schneidet, eine sogen Schleife biHat. Dass 
dann in P awei unendlich benachbarte Punkte zti- 
sammentallen, sieht man ein, wenn man die beiden 
Zweige, welche sich in P durchschneiden, unendlich 
wenig von einander entfernt, den Knoten in P durcli- 
sohneidet. 

Der Punkt P zählt dann doppelt, P heisst daher 



y Google 



g 32. Definition 5er Tangenten, Doppelpunkte etc. 145 

Doppelpunkt, und analog ist die Erklärung von 
Dreifachen etc. Punkten. I>ie beiden Zweige, im Doppel- 
punkt P, welche die Schleife bilden, haben dann jeder 
einzeln in P eine Tangente, welche P mit einem un- 
endlich nahen Punkt auf dem Zweige verbindet, diese 
beiden Tangenten heissen die Haup ttangenten; für 
jege einzelne zählt P nur einfach, so dasa die Haupt- 
tangenten nicht notwendig auch "Weudetangenten sind ; 
P heisst in diesem Fall Knotenpunkt 

Es kann auch die Schleife sieh zum wirklichen 
Knoten in P zusammenziehen, 30 daäs beide Kurven- 
eweige sich in P berühren, iind d 
tangenten in P zusammenfallen, da 
Kurve ia P gewissormasaen einen Kri 
0, sie hat in P eine unendlich gro( 
ist ein Doppelpunkt mit Spitze, 
heisst Ruckkehrpunkt. Er ist erst er Art, w 
wie bei der Cissoide, beide Zweige^ welche eich i 
berühren, an verschiedenen Seiten der gemei 
Haupttangente liegen; zweiter Art oder Schnabel, 
wenn sie an der gleichen Seite der Haupttangente 
liegen, wie der Nullpunkt der Kurve y = x*-]-yx' 
Beide Tangenten im Doppelpunkt können auch imaginär 
sein, dann liegt der Punkt P isoliert wie bei der Kurve: 
y* = (x— a)^(-j:-b), wenn a kleiner als b, der Punkt 
s = a; y=0. Die Piguren finden sich für Eückkehr- 
puükte erster und zweiter Art bei Becker, Geom. 
Zeichnen. Die Tangente lässt noch eine zweite, für 
die Mechanik allein in Betracht kommende A 
au: sie ist die Gerade, welche mit der Kurve aa 
Eerührungsstelle eine unendlich kleine Strecke, 
Simon, Analytische ßeometrlB der Ebene. l' 



beiden Haupt- 
durohläuft die 
mit dem B.adius 
Krümmung, P 
1 solcher Punkt 



y Google 



14C X Abschnitt Hötere KurTeii 

J inienelement gemeinsam bat Ue WeD letangente hat 
dam deren zwei gemeinBam Die iangente £fieljt laher 
die Richtung derKuive im Bei ihmn^spunkt an und 
man kann die Prm&ipien der Medianik speziell das 
Parallelogramm der firesohwindigl eiten z i ihi r Kon 
struction benutzen, wie das gleichzeitig Eol et \ il und 
Toricelh getban 

ßein georaptiiaeh definieit man die Tjng,ente so 
disB man eine Sekante &ich um einen Schnittpunkt P 
diehen Käst bis dei P n ich atlieg ende Schnittpunkt 
mit P zusammenfillt Pur einen Doppelpunkt oder 
allgemein für einen vielfachen Pi nkt eile defc diese 
Definition eine Ausnahme man muss dann die einzelnen 
Zweige der Kurve trennen Min «leht, dass es voi 
kommen kann dass die Tangente in P z gleith Tangente 
an einen odei niehreie andere Ki i\enp nkte ist, d^un 
heisst die Tangente D opj eltangente bezw mehi- 
fa(,he Tangente 

Die Tangenten in den unendlich fernen Punkten 
der Kurven heisren Asymptoten (vergl die Hyperbel), 

Für al^ebiaische Kuiven kann man auch algebraische 
Definitionen geben, z B die Tangente in P definieren 
als die Geiade, für welche m P mindestens zwei ge- 
meinsame Losungen zusammenfallen, den. Doppelpunkt 
als einen Punkt, durch 'weloben jede Geiade die Kurve 
in höchstens nach n — 2 Punkten schneidet etc. 
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g 33. Erzeugung der Kurve. 147 

XI. Abschnitt. 
Die Cissoiide des Diokles. 

§33. Erzeugung ^er Kurve. 

Man zeichna einen Kreis um M, den Leitkreia mit 
Eadius a und ziehe darin den Durchmesser 2 a oder 
d, genannt SS'. Man ziehe ABund A'B' senkrecht auf 
SS' (Flg. .'S!) und symmetrisch in Bezug auf die 
Syraraetrlease von SS'; ziehe SB', schneidet SB in 
P, es soll der Ort des Punktes P bestimmt werden, 
wenn A'B' sich von S' nach S bewegt {allgemein: un- 
begrenüt in der Richtung S'S), und daher AB von S 
nach S'. 

— >- 

8 sei Nullpunkt, ÖS' sei + S, das Axensystem 
rechtwinkelig 4- Y wi^ gewöhnlich, SA ist x, PA ist 
y, die Länge von AB und A'B' oder AC eei z, als- 
dann ist (Pythagoräische Satzgruppe). 

" ^ ^ '^ 2 ~ d — X ' d — X ~ X 
(Dreieck SPA'^^SB'A") also durch Multiplikation 

il„==y oder 
d— X ic 
1) x'^y'(d-x); 1^) (x' + y^}x = dy= 
Der Ort des Punktes P ist also eine Kurve 3. 
Grades, sie heisst Cissoi'de (vom grieoh. Kiesos-Bpheu) 
und ist etwa um 200 v. Chr. von Dioklea erfunden, 
um das „D elische Problem" der "Würfel Verdoppelung 
(bezw, Vervielfachung) zu lösen ; als welches gelöst ist, 
sobald es gelingt, zwischen zwei Strecken a und ayn 
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^^ W \ 
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§ 33. Erzeugung der Kurve. 149 

awei mittlere Proportionalen p und q eiuzaschalten, so 

dass — ^^-i^^ — T__— dann lat — = — ,, — oder a' 
p q a^ _ q a^u 

=^na^ Nun sind bei der Kiaso'ide a und x zwisclieu 

a- — X Tiad j mittlere Proportionalen, 

Die Grleichnng der Cissoi'de kann ohne weiteres 
aus der Bemerkung abgeleitet werden, dass SC und 
S'B' parallel sind, alaoPSO ein bei 8 rechtwinkeliges 
Dreieck, somit unmittelbar x'^yz, x'^y'z' also x'^^y* 
(d — x). Man erhält also eine zweite Erzeugung der 
Kurve. Errichtet man über der Hypotenuse SS' alle 
reobtwiuketigen Dreiecke, fällt in ihnen die Ilöiien und 
errichtet in 8 auf den anliegenden Katbeten die Lothe, 
so ist der Ort ihrer Schnitte mit den Höhen die Ciaso'ide, 

Eine noch bequemere Erzeugung erhellt daraus, 
dass wenn 8B' in D' zum Schnitt mit der Tangente 
ia 8' gebracht wird SB ^B'D' ist (entsprechende 
Querstreoken in kongruenten Streifen) d. h. also: 

Zieht man von S aus nach allen Punkten 

und trägt das Stück zwischen Kreisund der 
Tangente in 8' von 8 aus auf die Vectoren 
auf, so ist der Ort dieser Punkte die Cissoide. 
Aus der ersten Erzeugung folgt eine vierte von 
Newton herrührende, welche gestattet, die Kurve auf 
mechanischem Wege herzustellen {Fig. 32). Denkt man 
sich Dreieck A B M in dem kongruenten Streifen zwischen 
den Senkrechten durch M und A ' parallel verschoben, bis 
M in den Cissoidenpunkt P' auf A'B' kommt, also in 
der Lage A"B"P' und B"P' um sich selbst ver- 
längert bis Q, so sind SP' und MQ parallel; verlängert 
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XL Abschnitt. Die Cis; 



>ide des Diokles 



man MS über S hinaus, bis M', so sind nach den 
elementarsten Streifensätzen M'B" und SP' ebenfalls 
parallel, das Trapez M'MQB" ist ein symmetrisches 
Trapea, also da M'MB" ein Rechter, ao ist es auch 
CQB"; wir haben den Satz: 




Bewegt sich ein rechter Winkel, dessen 
einer Schenkel die konstunte Länge d hat, 
so, dassdorandereSchenkel stets durchden 
festen Punkt M' hindurchgeht , während der 
Endpunkt des Schenkels konstanter Länge 
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§ 34. Disonssion der Kurrengleichung. 151 

auf einer Geraden gleitet, welcte von M' 
den Abstand d hat, so beschreibt die Mitte 

g 34. Ulsciiäsion der Kurreng'lelclmng'. 

Gleichung 1 bleibt bestehen, wenn x; y; d mit 
irgend einem Zahlenfaktor multipliziert werden, also 
alle Cissoiden, (wie alle Kreise, Parabeln, gleichseitige 
Hyperbeln) sind ähnlich. Vergrössert man also die 
Vektoren SP von 8 aus auf das nfache, so ist der Ort 
der neuen Endpunkte eine ähnliche und ähnlich liegende 
Cisaoide, deren Leitkreis den Durchmesser n d hat. 

Die Kurvengleichung enthält nur y', d, h, bu jedem 
Wert X der Äbacisäe gehören awei entgegengesetzt 
gleiche "Werte der Ordinate. 

Die Kurve, lieiast das, ist symmetrisch in Beaog 
auf die X-Ase. Giebt man der Gleichung die Form 



l^)f-- 



■ d— X 



ichst. dass j mit wachsendem x rapid 
Kunimmt und für x = d unendlich ist, ferner dass für 
s> d und X <0 die Ordinate y imaginär ist, d. h.: 

Die Ciaaoide liegt ganz in dem Streifen 
zwischen den Tangeuten audeuLeitkreisin 
S und S'. 

Sie besteilt ans 2 symmetrischen Zweigen, die sich 
und die Axe in S berühren, und im unendlich fernen 
Punkt der Taagente in ü'^ zusammeakoramen. Punkt 
8 ist eineSpitzeersterArt, dennziebt man durch 
S irgend eine Gerade y=:ix, wo i^z=ig^ ist, so hat 
mau für den Schnitt mit der Kurve: 
x' = z' x' (d— x) 
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ftlao X — und damit y =0 ist eine doppelte Lösung, 
und ausserdem giebt es noch die Lösung 
- '°<^ jr'd 

und für r ^ d. h. für die x-Axe, fällt auch die 3, 
Lösung mit der doppelten x^=0, y = zusammen. 

Wird SP mit r bezeichnet, so ist da , ; = 
sin^ y ist, s ^= d sin' qi, y = d sin' y tg 9" und da x ^ r 

2) r = dsiii9;tg?i 

die Polargleiohung der Kurve (für den 

Pol S, die Polaraxe SS'). Diese Gleichung könnte 
auch direkt abgeleitet werden aus dem rechtwinkligen 
Dreick SD'S' mit der Höhe S'B'. 

"Wenn x und y beide sehr gross (aber proportional) 
so geht l-^) über in {x= + y") =^ (Division mit x» giebt 

1 + ^ = — ^^ . — und — wird 0). Die Kurve hat 
x^ x" X X ' 

also in keiner von den Axen verschiedenen ßiciitungen 

einen reellen Punkt im Unendlichen; wenn y endlich 

bleibt, ist es x auch, aber wenn x = d ist, wurde y 

unendlich, d. h.: 

Die Kurve hat eine reelle Asymptote, 

die Tangente an den Leitkreis in S'. 
(Das folgt schon ans der Konstruktion.) 
Errichtet man ira Punkte P { (x, ly.) der Cissof de 

auf den Vector 8 P die Senkrechte g, so ist deren 

Grleictung 
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dor Kurven gleichung. 

Die Linie ukoordinatea der Gteraden, 
aho u =3 -^und V ^ r^, somit 3) v= 




Dies ist aber die Gleichung der P.irabel 
in Linieblfoordinaten. (S. 94). 

Der Parameter derselben ist 2 d und ibr Scheitel 
ist S, die ÄX6 fällt in die GDrade 8 8' und aus der 
Bedeutung von u für die Parabcltangente folgt, dasa 
sie die Richtung 8'S hat; wie Fig. 33 zeigt. Also: 

Die Cissoide ist der Ort der Fusapunkt e 
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der Lothe, welcho man vom Scheitel der Pa- 
rabel auf die Tangenten derselben fällen 
kann. 

Die Cissoide gehört demnach au den sogen, Fusa- 
punktenlturven. Berücksichtigt man die Bemerkung 
am Aiifaug dea Paragvaplien, so sieht man, dass auch 
der Gegenpunkt des Pitrabelsoheitela B ia Bezug auf 
irgend eine der Tangenten eiae Cissoide beschreibt 
(ähnlich und ähnlich liegend, mit dem Durehmesser 
2 d). Dieser Gegenpunkt ist aber der Scheitel einer 
der ursprunglicbeu kongrueuteu Parabel, welche auf 
dieser aussen rollt, wir haben den Sata : 

Rollt eine Parabel auasou auf einer ihr 
kongruenten, so beschreibt der Scheitel der 

Die Cissoide gehört also zu den EoUkurven 
(vergl. Abschnitt SIV). 

g 35. Inversion oder Trausioriuution durch reciproke 
Itndicn. 
Die Cissoide steht mit der Kurve, deren Sobeitel- 
fusspunktskurve sie ist, in noch einfacherer Beziehung 
(wie im allgemeinea die Fusapuaktskurven), 

Verlängert man (Pig. Ül) den Vector SP — r über 
S hinaus, bis er die Parabel in Q schneidet, und setzt 
SQ = e, und P((s]y); q( (i\^), wo, da die § auf der 
negativen Seite der X-Äse liegen ij'' = — 2p|^-— 4d| 
ist, so ist ij----esia(l80 + 9')i I — ecos(LöO-l'y) also 
Q =■ :— i und mit Benützung von 2) 
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4) er-4<l'' 

Kennzeichuet man den TJrastand, dass e dem r 
entgegengesetzt gerichtet ist, durcli das Minuszeichen, 
so ist p r ^ 4 d^ Diese Beziehung drückt sieh kurz 
aus durch den sofort zu erläuternden Satz ; 

Eine Cisaoide ist die entgegengesetzt 
inverse Kurve der Parabel. 

"Wählt man □ämlich eiuon festen Puultt S als 
Centrum der InTersion uad eine Grösse 4 d^ ab 
Potenz, und ordnet jedem Punkt P eineu Punkt Q 
zu nach dem Geseta, dass 1) Q auf dem S P entgegen- 
gesetaten Strahle, der von 8 ausgeht, liegt; 2)SP.SQ 
= 4 d', so heisst diese Art der Zuordnung oder Trans- 
formation „Inversion". Den Gegensatz in der 
Eiohtung dor „In versionsstrahlen" SP und SQ 
kennzeichnet man dadurch , dass man p das Minuszeichen 
giebt, sodasapr = ^ — 4d'^ gesetzt wird, und hozeichuet 
diese Art der Inversion als entgegengesetzte oder innere, 
im Gegensatz zu derjenigen, bei der P und sein zu- 
geordneter auf demselbeu Strahl liegea und er = 4d^ 
ist. Da die Längeneinheit willkürlich, so kann man 

2 d als solche wählen, und dann ist p =^ +— uuddalier 
heisst die Inversion meist „Transformation durcli 
reciproke Radien, welche auch in der mathem. 
Physik, besonders in der Potentialtheorie eine hervor- 
ragende Rolle spielt. 

Es gölten folgende Gesetze: 

1) Jedem Punkt P entspricht Bin Punkt Q, und 
diesem umgekehrt wieder P, die Inversion gehört also 
zu den Punkt-Verwandtschaften (i^uordnuugen, Trans- 
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formationen) welche auf Gegenseitigkeit lieruheD, was 
z. B. bei der gewÖlinlicheii äünliclien Abbildung nicht 
der Fall ist. 

2) Je zwei Punhtepaare liegen auf einem Kreis 
(in dessen innerem 8 bei innerer Inversion), zufolge 
des Potenzsatzes. 

3) Es sind die Dreiecke deren gemeinsame Ecke 
S und deren anderen Ecken je 2 Punktepaare sind, also 
8 PP' und 8 Q Q', ähnlich, aber so daas P in Bezug auf die 
Aehnlichkeit Q' und P' über Kreuz Q entspricht, 

4) Daher entspricht jeder Kurve p von Paukten P 
eine Kurve q von Puaktöu Q als inverse Kurve, und 
umgekehrt ist p die inverse Kurve von q, 

5) Der Kreis um S mit Radius 2 d heisst Haapt- 
kreis oder Inversator , er entspricht sieb selbst, 
jedem Punkt im Innern entspricht ein Punkt im Aeussern 

ßi Jeder Geraden g, welohe nicht durch S geht^ 
entspricht ein Kreis darch S, dessen Centrum auf dem 
von 8 auf g gefällten Lothe SP' liegt. Ist P ein 
laufender Funkt von g, so ist "Winkel Q'Q8=PP'S 
= 90°, also der Ort von Q ein Kreis um den Duroh- 
messer Q'8. 

7) Berühren sich 2 Kurven in P, so berühren sieb 
die entsprechenden in Q, oder einfacher berührt eine 
Gerade g eine Kurve p in P, so berührt der g inverse 
Kreis die p inverse q in Q, dem inversen Punkt von 
P. Dreht man die Sekante der Kurve p um P, 
3hen der sich drehenden Sekante Kreise 
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durch S und Q, welche die Kurve q in Q und Q' 
Bebneiden, fällt P^ mit P auaammen, so Q' mit Q, da 
zu jedem Punkt P aur Ein inveraer gehört. 



Da Cissoide und Parabel inverae Kurven sind, so 
lässt sich die Tangente an die Cisaoide in P 1 ('^ ' y) so- 
fort konstruieren. Der Tangente in P entspricht der 
Kreis, welcher durch S geht und die Parahel in Q 
{(||i;) berührt. Sein Centrum liegt also auf der Pa- 
rabelnormalen in Q und auf der Normalen in der Mitte 
von SQ. Es ist bequem für die folgende Keohnung 
die Eichtuug der Parabelase als die der -f- S anzu- 
sehen; wir haben dann für die Koordinaten |' und i;' 
des Mittelpunkts die Gleichungen beider Normalen 

und erhalten hieraus |' — p -|- '/g §. 

Polglich für Abscisse 2^' des Punktes TJ, in welchem 
der Kreis die Parabelaxe schneidet ; S TJ ^ 2 p -|- 3|', 
und hiermit, da S U . S T = 4d= ist, für S T d. i. das 
Stück, welches die Cissoidentangente von deren Axe 

S 8' absehneidet: 8 T = „ -, - 
2p + OS 



absehneidet ; 


8T = 


2p 


+T)| 






Da p = 2d und 1 II = ( 


.eo. 


i 5P, und cos 


"r-- 




■ 


dr' 


= . 


dr'x 




äj" 


IS -J.1 


■ + 3di 


r-i + 3di 


y" + 3x" 



und damit die Subta 
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Da s ((1 — s) = z' = A B' war, so ergiebt sich 




hiermit sofort die einfache Konatrulttion der Tangente: 
Man verlängere S S' über S' um den Kadiaa bis 
zu dem festen Punkte 0, verbindet mit B, errichtet 
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§ 3G. Tangonte; Evolute. 159 

in B auf B iks Lotli, schneidet S S' m T, so iat 
P T die Tangente. (Fig. 34). 

Auch der Sichtungsfaktor r und damit die 

Gleichung der Tangente ist sofort bestimmt, da r ^^ 

y ('/, d - x} 

§ 36. Tangente; Erolute. 
Aus den Gleichungen der Normalen Ton B und 
der Mittelsenk rechten von S Q ergiebt sich für die 
Koordinaten a^ ; ß^ des Centrums des Kreises der durch 
1 Q berührt a, — p = % i; 
QU Q{(?|'j) ist. 
gleichung erhalten wir ; 



Dies ist die Gleichung einer Neil' sehen Parabel, 
deren Scheitel F' vom Brennpunkt F um -^t- entfernt ist. 

Lässt man die Bedingung durch S au gehen fallen, 
verlangt aber, dass der Kreia die Parabel ausser in Q 
noch in einemQ unendlich nahenPnukte E { (| + »/^ ' ^ + h) 
berühre, so hat man aus der Parabelgleichung rix = ph, 
unter Vernachlässigung von x^, und zur Bestimmwag 
der Koordinaten a', ^' des CentrumaK' dieses Kreises, 
dea sogen. Krümmungskreis der Parabel in Q 
(vgl. Cycloide) dient die Gleichung der Normale in Q 
und der in E, woraus 

«'-p=-a|;?' = --|^i also «'-p-S {«,-p); 
ß'=iß. 



S gellt l 


mä die Parabel 


Ver 


11 !' 

2p ,' 

möge der Parali 

4 (% ~ P)' 
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160 XL Abschnitt, pie Cissoide des Diokles. 

Nennt man den Ea Jius clieses Kreises gp j so ist 

und I^) ß'^ = ~ if?-I^?L für den Ort der Krüm- 
mung s centren die sogen, Evolute derParabe], 

Hieraus folgt zunächst die einfache Konstruktion 
Toa K' : Man trage von der Normale N (Fig. 16) aus 
auf der Ase die Strecke ß T eh bis ß', erricbte dort 
das Loth auf der Axe, welches die Normale im K' 
schneidet. 

Soll der Berührungskreia durch S durch einen he- 
hebjgen Fua]-.t A {ff, j^a) gelegt werden, ao hat man 
ausser I nooh die Gleichung der Symmetrioaxe von 
& A zur Bestimmung voa a^ und y?, da sie Uiiear ist, 
60 folgt, dass sich für a — Pi , oder besser für ",^ 
(«, — p) odei S} die Ahsusse des Beiührungspunkts, 
und damit fiir a^ und ß^ drei Paar Werte ergeben, 
also sind durch einen Punkt drei solcher Kreise möglich, 
also auch von dem A inveraen Punkt aus 3 Tangenten 
an die Cisso'ide, d. h. also : 
Die Oissolde ist eine Kurve 3. Ordnung. 

Hiebei ist die Lösung ß ^^ nicht berücksichtigt, 
sie führt auf den stets mögliohea Kreis der durch A 
geht, und die Parabel in S berührt; ihm entspricht 
der Strahl, welcher den A inversen Punkt mit S 
verbindet, der auch (vgl. § 32) den Charakter als 
Tangente hat. 

Die Gleichung 3. Grades seihst lautet, wenn 
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§ 3G. Tangente ; Evolute. l6l 

gesetzt wird : ^' — 3,! (9 — 2v — f {9 — v}' — 27 j = 0. 

Ihre Discriminaate (vgl. Schubert ÄritJimetik S. 68) 

D ist V* (— — 1), sie hat also 2 gleiche reelle Wurzeln, 

wenn v = O und v — 4. DiiB erste gibt §s,^ + ija" 
=:^2p|a, d. äi.-. den Kreis der um P^ mit p ge. 
schlagen ist. Dieser Kreis, der die Parabel im Sciieitel 
vierpunktig berührt, zählt also doppelt, und ausserdem 
giebt es für seine Punkte mir noch Eine Iiösung; 

I — "1^ («j — p) — -^ -A— ■ Diesem Kreis, dem 

Soheitelkreis , entspricht invers die Asymptote der 
Oisso'ide, (die Leitlinie der Parabel), von ihren Punkten 
giebt es also (ausser der Asymptote) noch Eine Tangente. 
JstJ ^ (d|yi) der A inverse Punkt, so findet man leicht 
d — X _ 9 d" _ 5^, ^ _ % d 
X ^ 4yi' ~ y" y ~ yi ' 
Hieraus ergiebt sich sofort die Konstruktion dieser 
Tangente. Man verschiebt die Asyjnptote parallel der 
Axe um deu Radius des Leitkreises ; J rückt dann 
nach J*, zieht den Vector J' S, so schaeidet er die 
Kurve im Berührungspunkt P. Ist die Kurre nicht 
gezeichnet, so zieht man den Vector von S' nach dem 
Punkt iu dem die Mittels enkrecbte von 8 S'^ den Vector 
S J' schneidet, und dieser Vector tri0t den 1/eitkreis 
in B, und das von B gefällte Loth 8 J' in P. Noch 
einfacher ; Man trägt das 8tück des Vector 8 J' zwischen 
Kreis und Asymptote von 8 auf 8 J' ab, giebt P. 

S i Hl II , Analytische Geomotrio der Ebene. II 
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162 SI. Abschnitt. Die Cissoide des Diokles. 

Fttr die Punkte im Innern des Scheftelkreisea ist 

V negativ , also D positiv , also giebt es für sie nnr 
Einen reellen Bevührungskceis; dem Innern des Kreises 
entspricht das Aeussere der Asymptote, also iässt sich 
von Punkten jenseits der Asymptote nur Eine Tangente 
an die Cissoide legen, D wird dann wieder 0, wenn 

V :^ 4 d. h. aber jja' = 2p ^a. I"ür die Punkte zwischen 
dem Soheitelkreis und der Parabel ist D negativ, also 
giebt es für sie 3 Kreise; also für die Punkte zwischen 
Cisso'ide und Asymptote 3 Tangeateu, 

Pur die Punkte Q auf der Parabel fallen 2 Kreise 
in den Berührungskreis bei Q zusammen, und es giebt 
ausserdem noch Einen , der die Parabel in Q durch- 
schneidet. iMr die Punkte ausserhalb der Parabel 
ist D positiv, also giebt es nur Einen (reellen) Kreis. Da- 
her gehen durch jeden Cissoide np unkt P zwei Tangenten, 
die eigene (doppeltauzftblende) und eine, welche in 
einem andern Punkt berührt und bei P schneidet. 
Pur die Punkte aber, ausserhalb des Raumes zwischen 
Cissoide und Asymptote giebt es nur Eine Taugente. 
Die Gleichung I ist mit I* identisch, wenn in I* p 
durch 2p ersetzt wird, nad danu der Anfangspunkt 
um p in der Äxe nach dem Scheitel zu verschoben 
wird. Also : 

Verschiebt mau die Evolute einorParabel 
parallel der Ase um den halben Parameter 
nach dem Scheite] zu, so wir d sie zur Neben- 
evolute der Parabel mit halbem Parameter. 

Liegt der Punkt A { (^iil'?») auf der Parabel selbst, 
so ist V ^ 4, so hat man : A^ — äÄ + 2=0^{A — ly 
(A, + 2), welche Gleichung ausser der a priori klaren 
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g 86. Tangente; Evolute, 163 

sn LösuDg ,1 = 1, d. h. i = Ss,, nucli die Lösung 
vt :=^ — 2 d. h. i =^3 (ß, " p) = '1, h hat. Also : 
Der die Parabel iu Q ( (||^) achneidende 

Beriihrungskreis, berührt in ^{(1]^''). 

Da das Veriiältaiss der Koordinaten durcli Inversion 

sich nicht ändert, so ist ^- = , d.h. tg y ' = — 2 tg y. 

Also: 

Diri,h jplin Punkt der Cisaoide geKt ausser der 
i^D^entu in ilim noch eine aweito Tangente an den 
entgegenge'tetzten Zweig, man erhält den Beriihrungs- 
lunkt WLun man die Ordinaten über ihren Puaspnnkt 
hinaus um das zweifache verlängert und den zuge- 
hörigen Vectoi Bielit. 

Will raaa also im Ciaa oidenpunkt P die 
T<ingente ziehen, so verUcgert man (Fig. 34) 
die Ordinate um ihre Hälfte bis L, zieht 
den Vector nach dem Endpunkt, schneidet 
die Cissoide in P', so ist P' P die Tangente. 

Liegt die Kurve nicht gezeichnet vor, ao kann man 
die alte Konstruktion benützen , oder die Abaeisse im 
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164 XL Abschnitt. Die Cissoide des Diokles. 

Parabel, der der Oiaaoide. Dia Centren sind nicht 
entsprechend, die Kadien nach entsprechenden Punkten 
antiparallel , das Iiiversionscentrum 8 ist der innere 




Flg. 34. 

Aehniichkeitspunkt. Sind K' und K die Centren, uad 
schneidet der InTersionaatrahl S Q den Kreis K' noch 
in Q', so aind K P und K' Q' parallel. Werden die 
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§ 3C. Taugente; Evolute. Iö5 

Koordinaten von K mit a und ß, der Krümmnugsradias 
der CisBO'ide mit ßo beaeioLnet, so ist; 

f, = rl- - SQ-'.SQ ' 8 Q • S Q' M di. Pot.«. 
dea Punktes S in Bezug auf den Krümmungakreis, 
Die Potenz des 8 clieitels der Parabel in Be- 
äug auf den Krüininuiigskreia im beliebigen 
Kurvenpunkte Q {(||»)) ist — 3g^ SP.SQ = — 4d=; 

also ; -^ = „ - .3 . Es ist allgemein, wenn S Q wieder g : 

r. -n ■ . . P ^ p r X 4d'x 
ö i wieder r ist, § ^ s coa 5p = — — ^^ — -^ — = — . 



Nach der Cissoidengleichuug ist r' = -5- - — also: 

I 4(d-») 
-r — —, also: 



11) - 



™ , . - dM4d - tor 

Die Konstruktion des KrUramungsoentruras ist nach. 

dem Vorstehenden einfach. Für die Koordinaten a und 

ß ergiebt sich : 

16 d^ 
= y ^,;au.l war: 





4 d', 




41» 


, also: 




1V>) ß' 


64 d' 
" 9 1 


16 d=3 

~ 9 d-: 



f 4 y 4 , 
d = T T = T •« >■' 

woraus sich eine höchst einfache Konstruktion des 
Krümmungscentrums ergiebt. 
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XI. Absclinitt, Die Cissoide des Diokles. 



Ul) — 512« d' = 21ß'' + 2S8ß' d' 

die Gleichung der Evolute der Cissoide, 
welühe siok demnach als eine Parabel- artige, bis auf 
S ganz im negativen Teil der Ahscisseaase liegende 
Kurve 4, Grades ausweist. Die Keheaevolute der 
Cissoide, d. h. der Ort der Ceatren aller Kreiae, 
welche die Cissoide berühren imd durch 8 gehen, ist 
eine au ihrerParabel ähnlich Hegende Para- 
bel mit halbem Parameter; denn berührt das 
in P auf S P errichtete Loth die Parabel in O, so ist 
der dem Dreieck 8 P £1 umschriebene Kreia invers 
zur Parabeltangente in dem P inversen Parabelpunkt 
Q, er beriirt also die Cissoide in P und die 
Linie, welche P mit der Mitte von SO ver- 
bindet, ist die Normale der Cissoide iaP. 
(Beweis: Denkt man sieb nu Q den inversen {Cisso'iden) 
Punkt % so ist S $ O ^ S P O = 90", also ^ Q die 
Parabeltangente in Q). Es ist leicht dies durch die 
Rechnung zu bestätigen. Zwischen den Koordinaten 
von Q < (i"^ ti") und Q { (^|^) bestehen die Eelationen : 
f"g^4d'; ^",,^ — 8A\ Der Punkt ^ und der zu 
P gehörige P' sind daher konjugierte Punkte, d. h. 
ihre Abscisaen siud zusammen d, ihre Amplituden zu- 
sammen 90", dies giebt ein Mittel an die Parabel 
mittölst des festen Leitkreis die Tangente 
linear zu ziehen. 
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g 37, nie Quadratur 167 

% 37. Die Quailratui". 
Zieht mau den Radius vector S P aus bis er die 
TaugenteiiiS' (die Asymptote) ia D' (l''ig. 31) schneidet, 
uud denkt sich die zugehörige Ämpütude y in a gleiche 
Teile geteilt uod die zu den Teilpunkten 
Vectoreu r^ r^ ■ . rk . . . gezogen and ■ 
sie die Asymptote in T)^ J)^ . Dk . . treSen, wnd b 
net S Dk mit Uk, so ist das Hlement der inneren Fläche 
zwischen ri[_i und ri; die Difierenz der Kreissektoren 
mit den Radien Ek un^ i"l( und dem gemeinsamen 

Centriwinkel -^, also: 'S\ = ^- |- (^k' — ^1^'). Be- 

d 

aeiehiiei man oi : a mit ip, ao ist, da Ei! ^ r~r 

^ ^ ' ' cos kifi 

und rk = d sia k^ tg It^ ist; 

"^'' - 1 i^h "-"'■' *»' = T ■»' (1+ ™ ""=»■•' 

Für F selbst also d. h. für das Fläohenstiick awisohen 
Kurve, Axe, Asymptote xiad dea Vector zwischen Kurve 
und Asymptote — Cissofdenvierock — ist 

F = — d' y + "ö" d' V -^ BJD 'k V- 

Es ist aber sin =k VI = %2 sin ^k V' = ''s (l-C05 2k-((i) 

also ^ S ^^-— <p — ~s~V-^ ""^^ 2kip. 

Nach einer bekannten Ti'igonometriaehon Formel 

ist .r = ^ cos 2k-* = ^'" \ . '^'^'^ — 1 und 
l ^ 2 sin V 

A „ == J_ -^ sia (u + VJ 2^ _ , ^^^ ^^^^^ ^ 

über jedes Mass gross: % V" = 'U sia 2 95, also 
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§ 38. Cassini'sche KurTew oder Leiiinisoaten, 1^9 

6) F = % A^9— % fl" sin 2 y; in Worten: 
Das Ciaaoidenviereck ist gleioli Aem 
doppelten zugehörigen Sector des Leit- 
kreises (B' M S') vermehrt, nun das auge- 
höi-ige Segment desselben (S^B'). 

Nimmt mau vom Kiasoidenviereck das Trapez 

A P D' 8' wog, welches ^^ ~7~ '^^ sin 2 ^ -\ — ^ d' cosqs 

sin" 5P, so ist die Fläche J, begrenzt von Kurve, 
und Ordinate; 
6*) J — =/, d^ 9 — \ d^ sin 2 y — \ cV cos ip sin ' <p. 



7) J = "/^ d^ s- d. h., wie Huygens gefunden: 
Das FUchenstück zwisohoa der ganzen 
Cissoide und ihrer Asymptote ist dreimal 

stehende Methode der Quadratur ist ohne weiteres auf 
die au3 der Ellipse hervorgegangene Cissoide an- 
wendbar. 

Sil. Abschnitt. 

Cassiiii'sehe Kurven oder LcmiiisCiiten, 

§. 38. 

Gegeben seien die Punkte F «nd E^, „die Brena- 

punkte", es soll der Ort des Punktes P bestimmt werden, 

für den das Produkt (Kechteok) seiner Entfernungen 

von 1' und F, gleich dem konatauten Quadrat c'^ ist. 
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170 XII, Abschniti. Cassini'scLeKni'ven oderLemniscaten. 

Die kouatante Entfernung PI" sei 2a (Fig. 35) 
(a die „Brennweite''). Der Asenwinkel sei 90", 
die Mitte M von P F^ sei NnllpiiRkt , M F, {F^ rechts 
von M) 3ei + X; ferner P P = ?; P P, = (., ; P M :^ r. 
Winkel P M Pj = <p. Nach dem Cosiuussatz iit a) im 
Dreieck P M P 

e = (r' + a') + 2a r cos ,>. 

b) Im Dreieck P M P, 

e.'^(r' + a') — Sarcosy- 

Mnltipliaiert man, so erhellt 




1) t>^ e^^ = (r' + a')^ - 4 a^ v' coa^ 9. = c^ 

2) r^ — 2a^ r' cos Sy = 0' — a* = d*. 

Die Gleichung 2 ist die Gleichung der Ortskiirvo 
in Polarkoordinaten mit M als Centrum oder 
pol und M P, als Polaraxe. 

Mau sieht sofort, dass 3 Fälle zu unterscheiden: 
c> a; e <a; getrennt durch c;=a. Die Kurven heisaen 
gemeinaaja: Cassini 'sehe Kurven oder Lemni 3- 
caten, sie spielen in der Optik eine Rolle und er- 
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§ 38. Cassini'sche Kurven oder Lemuiscaten. 171 

scheineit im FolariBationsapparat, wenn aus einem 
optisch zweiaxigen Kryetalle eine zur Winke] Laibier en- 
den der Äxeii söukrecLte Platte geschuittea wird. 

Da coa y = — und r^ :=: x^ -\- j', so hat man 

3) 4a-x'=(r-+i.')'-'>'=(r' + >' + «")(>"+«"-»') 
4.' ,- - 0- - (r- - •■)• = (r- + c> - .') (0- + «■ - r>). 

Jede der Gleichungen 3) i^eigt, dass die Kurven 
vom 4, Grade sind. Benutzt man beide Gleichungen 
3), so sind die beiden Variahein x" und y' mitteJst der 
Grösse r' einfach aitsgedriiokt, r heisst dann ein Para- 
meter und die Einführung eines Parameters ist tiir 
höhere Kurven, besonders für Transcendeate oft sehr 
zweckmassig. Ersetzt man r° durch x' + y"i so er- 
hält man 

4) (s= + y' + 3.y = c^ + 4a= x= oder 

5) (x= + rr - 2a^ (s^ - y=) = d'. 

Die GieichungOH 4 und 5 enthalten aui' die Quadrate 
von X und y, daher sind beide Axea Symmetrie- 
axen der Kuryen und es gehören immer 4 Punkte 
zusammen, deren Koordinaten sich nur durch die Vor- 
zeichen unterscheiden (cf, g 1), wir wollen aic ein 
System „gepaarter" Punkte nennen. Man kann 
sich also boi der Untersuchung der Gestalt der Kurven 
ant den Quadranten I (+ x, -(- y) besohränkea. 

Für die Konstruktion der Kurvenpunkte kann man 
sich entweder des Potenzsatzes beim Kreise bedienen 
oder (I'ig. 36.), man schlägt nun F und F^ mit Üadiea 
ß und 0, Kreise , so dass p p, = c' ist. Ist z. B- 
Ä B C D ein Quadrat mit der Seite c und verbindet 
nun B mit einem beliebigen Punkt G auf AD, so 
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I7a Xil. Abathnitl. Ciis 



äclie Kurven oder Lemniscateii 



Bcliiieidet B Gf die Seite CD in B so, daaa AG.EO 
= c^ ist. Daruh Dreliimg des StrahJea B Gf erhält man 
alle zusammenp^senden Werte von p und;),, von bis oo. 
Die Kreise, die mau um T und Y^ mit A G und E C 
schlägt, schneideu sich im Allgemeinen in 2 Punkten, 
und durch VertauschuDg von A G und E C erhalt 
man die beiden anderen mitgepaarten Punkte. 




Wie auch c sein mag, 30 hat eine Sohaar jener 
S clin.it tp unkte , denn wenn der 
üadiua g sehr gross, so ist jij sehr kloin. und der Kreis 
um E achüesst jenen um Pj ein, wenn ahor p sehr klein 
und gj sehr gross, so ist's umgekehrt, dazwischen muss 
also der Fall eintreten, dass die Kreise sich schneiden. 
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§ 38. Cassini'sche Kni'ven odvT Lemnisoaten 173 

Die Gleichaug 3 zeigt, dasa wenn y = iet, 
x^ =: a' -\- a^ odor a' — c^ ist, die Kurve muas also, 
wie aiich c aei, die X-Äxe iu den zwei (reelle») Punkten 
y — 0,x = +^ [/ c' + a' schneiden; die beiden anderen 
Sohnitta sind imaginär (unsichtbar), wenn c> a, reell 
wena o < a, und fallen, wenn c — a in M zuaammen, 
der dann doppelt zuzählen ist. Man siebt aus jeder 
der Gleichungen, dasa M das Centrum der Kurve ist, 
allerdingsimeigentlicheaSinned.h.sOjdasajede Strecke, 
welche durch M geht und zwei (reelle) Knrveapunkte 
verbindet, in M halbiert wird, nur wenn c^ a ist; da, 
wenn o < a Gerade durch M, deren Gleichuag also von 
der Form y ^ ry ist, die Kurve in zwei Paar reellen 
Punkten schneiden können {^^f), ( — -tl — /*), {Z 'l/t'), 
( — ^^1 — /t') und nurdieVerbindungssehnon von Punkten 
mit eutgegenge setzten Koordinaten worden in M 
halbiert. 

Ist X = 0, 30 ist y^ = c= — a' oder [c= + a=); zwei 
Schnittpunkte der Kurve mit der Y-Axe siud also 
stets imaginär, die beiden andern nur reell, wenn c > a. 
Ist c =: a, so fallen auch diese beiden in M zusammen. 
Wenn aber o < a, so besteht die Kurve aus zwei ganz 
getrennten ayra metrischen TeOen, die sich auf der Grenze, 
wenn c = a, in iVI vereinen; wenn c > a, so bildet die 
Kurve nur einen Zug, Die Kurven liegen, wie 2) oder 3) 
zeigt, stets im Endlichen, da r' ia die Grenzen 
c" + a^ und c" — a' eingeschlossen , und wie 5) zeigt 
auch x' — y'; sie haben also keine reellen Asymptoten. 
Gleichung 3) zeigt , dass 4a° y^ und damit y' und 
damit der absolute Betrag von y„|y|" am gröasten, 
wenn r^ = a', r = a ist, d. h. also in den 4 Punkten, 
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174 XII, Abschnitt. Cassini'sclic Kurven oder Leraniscatcn. 

in denen der Kreia um M mit Itadius M !■', die Kurve 

schneidet, und dasa dort [yl — — ist. Da aber x' 

nur positiv, x reell, wenn r' > c" ^ a' ist, so sind 
diese Punkte nur dann vorhanden (reell), so lauge 
B. > c' — a' ist, d, h. c^_< 2a^ ist, Die Kurven haLon 



dann in diesen Punkte a 2 Doppeltangenteu, welch 
der X-Axe parallel sind. 

Die Gleichung 4) lehrt, dasa der kleinste Wert vo 
r° -|- a^ und damit von r' und r eintritt, wenn x = C 
r^ 1= c' — a° ist. Es ist leicht zu zeigen, dass so lang 
c' < 2a ist, die Kurve an diesen (Stellen, wo sie di 
Y-Axe schneidet, eine Einaenkung liat, die sich j 
nüher c' an 2a° kommt, verliert und umgekehrt imme 
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§ 38, Cassini'scliR Kurven üdt^i' Lem«isoaten. 175 

stärker wird, ■wenn c' abnimmt tind sieb a' nähert, 1>I3 
für c — a die beiden Einseakungsorte sich aa einem 
Doppelpunkt in M vereinen. Wird o' noch kleiner, 
30 reiast die Kurve auseinander und bildet zwei ge- 
trennte Ovale, wälireiid, wenn c' = 2a' die Kurve die 
Gestalt eines Ovals hat, wie die Figur 37 zeigt, in der 
die beiden Grenzfäile c — a und o* = 2a' ausgezogen, 
die anderen punktiert gekennzeichnet sind. 

Den Beweis der Einsenkung giebt Gleichung 3 ; 
da wie 4) zeigt, r sieb für von aus wachsende oder 
abnehmende Beträge des x stets um positive Beträge 
ändert, so ändert sich 4a' y° in der Nähe von x = 0, 
bezw. r=^c' — a" um 2e (2a= - c=), wo s die in 
dieser Umgebung stets positive Aendernrg von r' be- 
zeichnet. So lange also 2a^ > o*, wäcbat 4a* j' und 
damit |y| bu beiden Seiten der Stelle x — und |y 
hat dort eia Minimum ^ g' — a". Wird c" ^ 2a', 
so wird für x = y' ^ a" und der Kreis um M mit 
ft berührt die Kurve in den punkten, wo sie die Y-Äxe 
schneidet und ]y| zugleich sein Maximum hat. Die 
Kurve hat dann mit den beiden Parallelen zur X-Äxe 
y = + a nur den Punkt x — y = + a gemeinsam, 
und keine weiteren reellen oder imaginären, d. h, alle 4 ge- 
meinsamen Lösungen fallen in die Eine zusammen , die 
Kurve hat dort eine Doppeltangen te, deren beide 
Ber üb rangssteilen zusammenfallen, (aber keine Wende- 
tangeate), 

Der Gleichung der Kurve liess sich die Form geben : 
5) (x' + yy ~ 2a^ (x^ ~ j') = c* - a' = d*. 

Setzt man darin x'' + y' = j'; 3.^ — y- = x'— ^-^ 
so guht 5) über in G) y'' = 2a' x'. 
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Dies ist die Gleichung einer Parabel, 
deren Parameter a' ist. 

(Dabei ist zu bemerken, claaa x'; y^; a' Maas- 
zahlen sind, also Zahlen, und wieder auf eine Strecke 
als Einheit bezogen werden können). Wir haben den 
wichtigen Satz: 

„Alle Casainischen Knrven derselben 
„Brennweite a gehen aus derselh on Parabel 
,mit dem Parameter a^ durch eine einfache 
„Transformation 2. Grades hervor. 

Da, weim x = und y = ist, y' — und x' 

= 7,— ä ist, so hat diese Parabel, wenn -|- X als ihre 

Hanptaxe angesehen wird, den Scheitel auf dem 
Punkt, der in Bezug auf die alten Koordinate nasen 

= 0,x — — — -s hat. Je nach dem 
2a 

11 o' entfernt sich also der Scheitel auf der 

X-Axe vom Punkte -|- „- aus nach links, bei c -— a ist 

er in M. Jedem Parabelpunkt (x' y') entspricht ein 
System gepaarter Cassinischer Knrvenpunkte, die man 
einfach konstruieren kann ak Schnitte des Kreises 
x' -|- y°— y, und der gleichseitigen Hyperbel x" — y^ 

= x' — -^j. Jeder Parabelsehne entspricht ein cen- 
traler Kegelschnitt, der die Kurve in 2 Systemen 
schneidet, er ist bestimmt durch die Gleichung 
7) x' (r,''' + r/-2a^)H- y= (<■,' + ^.^ + a=)-(y, y, 4- &*) 
— 0. Einer Schaar paralleler Parabelsehnen entspricht 
eine Schaar ähnlicher Kegelschnitte. Der Tangente an 
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die Pttialiel eotspricht em Kegelschnitt, der die Kurve 
ia den i Ptinkteu des entspiechendea Systems berührt, 
die TiiDgeute an jenen Kegelichnitt in einem dieser 
Punkte lit zugleicli Tangeute all die Kurve iu jenem 
Punkte und difi5 gielit em Mittel, die Gleichung der 
T.xngantu fast ohne Bei.]iuuug abzuleiten. 

Es sei P ( (fplyp) det Punkt der Kurve, P' 
{ (^'p'ly^p') der entsprechende der Parabel, die Gleich- 
ung der Tangente an die Parabel in P' ist (8.96) 

y'y'p,^^ a^ (x' + s^pi), also die des Kegelschnitts, 
der die Cassini'ache Kurve in P berührt; 

8) I- (rj - ••) + ,' (rj + •■)_»■ (4~yl) + i' 

=1 (4 +■!')■ 

(Man braucht nur in 7) r, und r^ = Vp zu setaeu.) 
Die Gleichung der Tangente an diesem Kegelschnitt 
im Punkte P ist (cf. S. 80). 

9) s sp (i-p - a=) + y yp (rp + a=) ^ a' [x,' - y^) + d*. 

Dies ist also die Gleicliniig' dei" Tang'ei'tc für iille 
leniiiiscatcn. 

Der Kicbtuiigafaktor i = tgß ist = ^= 

Da Xji'.jp^^ cot <p ist, so führt mau lieber den 
Eichtungsfaktor i' = — — der Normale ein, und er- 
hält, wenn der "Winkel, den die Normale mit-^X bildet, 
a' genannt wird : 

Simon, AiiHlytlsolio (ieometris der Ebene. 13 
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10) 



tg»' 



n(.'-„) «•• 
Auf boido Formeln lasst sich eine einfache geo- 
metrische Konstruktion der Tangente in P gründen 
{Fig. 38). 

M ist der Mittelpunkt, P der Kur veny unkt, NP 
die Normale, PT die Tangente, PQ die Ordinate yp 
oder y, MQ die Äbsoisse x, NQ die Subuormale, QT 
die SiiUangente s, PNT ist a\ PMN ist f. Man 
macheQN'=.QN, so dass also auch P N" = PN', dann 

MN 
Dreieck MPN: - 




Da aber 



MN''|-MN = x 
inr nötig, MQ zu 



sia («' + y) _ M N ' 

siD(«'^?.) ~ Sin " 

+NQ+x-SQ= 
verdoppeln bis M' und MM' in N so zu teilen, dass 
M N : N M' = a' ; r^ ist, so ist N P die Normale und P T 
die Tangente. Diese Konstruktion ist ebenso allgemein 
wie die St einer'ache, welche auf geometrischen Be- 
trachtungeu beruht. — Man kann auch die Suboormale 
NQ benutzen, ebenso wie die Subtangente. Es ist 
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— ^^^ a ' g ; führt man den Hilfswiukol & ein durch 

tgö = — , so ist NQ = XC032*, woraus die Konstruk- 
tion sich leicht ergiebt. 

Schlägt man über MT einen Faihkrois, der PQ 
in 8 trifft, so ist SQ' = MQ.QT, aber y' = Nq.QT, 
somit 

yä r" + a' ° ^^ "f t' c"*+P' 

g 39. Dio sulilichl.c Lemniscate. 
Der Name Lemniscate stammt aus dem. Griechischen 
und bedeutet „8ch leif eulinie", er passt daher nur 
für die Kurve c = a, und ist vou dieser auf die andern 
Caasini'aclien Kurven übertragen; für sie ist d = 0, und 
es vereinfacht sieh besonders die Polargleichung 2, 
welche übergeht in r' (r'— 2a^ cos 2i>) ^0. Diese 
Gleichung stellt eigentlich den Punkt r ^ 0, d, h. also 
M doppelt dar, und ausserdem die Kurve r' — 21" cos 3^ 
^= 0. Da aber für -ä = 45° beaw. 135° r auch =^ ist, 
so geht diese Kurve durch den Punkt M ohnehin 
doppelt und wir haben als Polargleichung der 

11) r"— 2a=co3 2* = 0. 

Die Gfleichung zeigt sofort, dass wenn & von 
bis 45 geht, r^ und damit r abnimmt von 2a' bezw. 
a f 2 bis 0, für 5 = 30 ist r = a, also ist der höchste 
Abstand von der Hauptaxe PF^ gleich -^a, das zu- 
gehörige X ist die Höhe des gleichseitigen Dreiecks 
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(Fig. 39)j von &==4:b bis 135 ist t" negativ, also 
schneidet der Leitatralil r die Kurve in diesem Inter- 
vall niclit (sichtbar}, von 135 bis 225 (d. h. von 180—45 
bis 180 4- 45) wäohst r von bis a y'2 und nimmt 
wieder ab bis 0, von 180 + 45 bis 270 + 45 iat r' 
negativ, von 270 + 45 bis 360 wächst r von bis a fl 
Der Punkt M ist Doppelpunkt, denn jede Gerade 
durch M, dereu Polarglei chuag ^ =^ a für den oberen 
Strahl, und ^ = 180+a für den unteren ist, schneidet 




die Kurve ausser in M in zwei reellen (oäer imagi- 
entgegen gesetzten Punkten, für die Geraden 
ft = 45— (45 + 180) — und &^ 135 bezw. (135 + 180) 
fallen alle 4 Schnittpunkte in M zusammen, und da M 
zu beiden Aesten der Kurve gehört, so hat jede von 
ihnen mit dem betreffenden Äst drei Punkte gemein- 
sam, diese Geraden ^^45 und ^ z;: 135, sind da- 
her Wendetangenten (Fig. 39). 

Die verwandte Parabel hat ihren Scheite! in M, 
der berührende Kegelschnitt ist Ellipse, so lange r > a 
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(1. li. von ^ = bis ö = 30önd Hyperbel von 9^30 
bis # = 45, für r ^^ a artet dieselbe aus in das Doppel- 
taagentenpaar 4y'~a' — 0. Die Gfleiclmug der Tangente 

12) xxy (rp^-^a^) -H yyp (rp= + ''")^l V == ^' 

Die Gleichungea 10 und 10^ entlialteii c nicht, 
bleiben also bestehen, da aber r^ ^ 2a* cos 25, so geht 
10") über in sin (a^ + '*) ^ 2 sin («'—*) cos 2# = sin 
(o' + &) + sin («'—3 &), d. h. aber sin (a^— 3 *) := uad 
daraus folgt der merkwürdige Satz a'^=3^, d. h, in 
Worten ; 

Die Normale schliesst mit dem Leit- 
stralilnach dem Berübrungapunkt die doppelte 
Amplitude ein. 

Der Satz gilt seinem "Wortlaut nach eigentlich nur 
für den 1. Lemniäoatenqtiadranten, man sieht an der 
Figur sofort, wie er in dea andern Quadranten abzu- 
ändern. Aus ihm folgt sofort eiae sehr einfache Kon- 
atrulftion der Normale und damit der Tangente. 

Wählt maa die beiden Wendetangenten als Axeu, 
d. h, also, dreht man das Äxenkreuz um 45° im Sinne 
des Uhrzeigers, so Weiht r ungeändert und wenn die 
rechte untere Wendetaogente zur Polaraxe gemacht 
wird, so ist & = ^' — 45 und die Gleichung der Lemuis- 
oate wird 

13) r'^2a%in2ö'; _ 

gleichzeitig ist x = r cos (*'— 45) = (y' + x') \/-^- und 

/i 



-45) = (y'-xV|/-^-, 
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(Die Benützung der Polarkooidiuaten ist ein sehr 
einfaches Mittel, die Koordiuat^fttianstuimntionsfoimpln 
aus § 13 herzuleiten). Die Geiade, welchp in P auf 
MP senltreobt steht, schneidet (Fig 40) die neuen 
Koordinateiitangenten in A und und es ist M A = >? 



^ und M C -- ^ = 



„ somit Dreieck MAC, 




weil gleich -^ ln--= y-^„-^.-Jos . 

14) M A C = 2a^ Die Senkrechte auf den 

Leitstrah! im Lemn i scatenpunk t schneidet 

von den "Wende tangenteii ein Dreieck vom 

konstanten Inhalt 2a' ah. 

Diese Senkrechte umhüllt, heisst dies, eine 

gleichseitige Hjperhel von der die "Wende- 
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tangenten dio Asymptoten sind und dere 

fallen und die Lange a yRer Hauptaxe haLe! 
oder: {Fig. 41) 




Fällt man vom Geutrum einer glelcli- 
seitigen Hyperbel auf die Tangenten die 
Lothe, 30 ist der Ort der Fus^apunkte, die 
Fusspu!iktenktii-ve,dieLeinniscate mit der- 
selben Hauptaxe. 
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Die Brennpunkte der Lemnisoate liegen dort, wo 
die Leitlinien der Hyperbel die Hauptase schneiden. 

Da die Hyperbeltaugeute in der Mitte von A C, 
im Punkte Q, ihre Kurve berührt, und Dreieck Q M C, 
bezw. Q M A gleichschenklig, so werden P und Q durch 
die Hauptasen Iiariaonisch getrennt und man kann 

„Die Lemniscate ist der Ort der Punkte 
„der Tangenten der gleichseitigen Hyperbel, 
„welche durch dieAxen harmonisch vomBe- 
r übr uugspuukt getrennt werden 

Da wenn man M (^ den Kidius \ei,tor der gleicb- 
seitioen Hypeibel mit g bezeiclmot, (i ^ Dreieck 
A M = 2a' ist «o stü t die Leraniscite 7u derselben 
Hypeibel m noch engeier Beziebung Da M Q und 
M P symmetriacb zur Haupta^e hegen, welohe sowohl für 
die Hyperbel iIs die Lemniscate eine Svmmetrieaxe 
ist so liegt, wenn wii luf M P die Stiecke M Q' gleich 
M (4 abschneiden (Fig 40) Q' auf der Hyperbel und 
ebenso dei Gegenjunkt P' von P auf M^ wieder auf 
den T e nnisoate ilsy, wenn n aa v n M aus auf jedem 
Radius vector M Q dei Hypeibel die 'M Q umgekehrt 

proportionele oder inverse Strecke — ;= M P ab- 
schneidet, 30 ist der Ort aller Punkte E" die Lemnis- 
cate und wir haben den Hauptsatz: 

Die Leniiiiseate ist die iiiyerse Kurve (Icr g'leicli- 
seitigeu Hyperbel. 

Diese Beziehung gestattet in einfachster Weise, 
vgl. § 35, die Eigensebaften der gleichseitigen Hyperbel 
auf die Lemniscaten zu übertragen. 
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Quadcatnr der Lemniscate. — § 40. Die Spiralen. 185 
QnaiiratiLT der Leiimiscato. 

Da r von y = bia y = 45° fortwährend abuiinrat, 
ao liegt im ersten Qaadranteu jeder Sector zwischen 
den beiden gleich scheulteligen Dreiecken , welche den- 
selben "Winkel bei M haben und deren Schenkel der 
gross d 1 kleinere ^Radius ist. Denkt man sich 

den "W k 1 d 1 Vector M P nach einem beliebigen 
Lemn t i unkt TM im ersten Quadranten mit der 
Axe b 11 t n gleiche Teile geteilt und n über jedes 
Mass g f 11t der Inhalt des Sectors zwischen 

dem '\ t P d lor Axe mit der Summe der gleich- 
schenkeligen Dreiecke zusammen und man erhält ganz 
wie für die Ciasoide 8. 167. 

16)B<p = ^a^ain2y = a=xy:r^ 

In Worten : 

Der Lomniacatenaector, von der Axe au 
gerechnet, ist gleich dem gleichsohenkeligen 
Dreieck, dessen Schenkel a und dessen 
Winkel an der Spitze gleich der doppelten 
Asymptote ist. DasFold der Lemniscate ist 
gleich dem Quadrat ihr er halb engrossen Axe. 



SIII. Abschnitt. 

Die Spirale des Archimedes. 

§ 40. Die Spiralen. 
Transformiert man die Gleichung algebraischer 
Kurven aus Parallelkoordinatea in Polarkoordinaten, 
so enthält die so umgeformte Gleichung wegen der 
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Beziphungen des ^ 2 mu die tiigonometiisi-hea Funk 
tionen des Kichtungswinkeh , bezii der Ainplitude 
(Anom dit) und a geougt wegea dei Penodicitat die-ier 
Funktionen, die Amplitude vna bis. 2jr zu. nelmen 
Ändeia liegt die Saolie bei ti anscen lenten Kunen 
untei diesen amd Ivlassen denkfiai bei woLhei m dei 
FoUigleichun^ der Kaue selbst TOrkomint rait 
odei ohne tiigonometiisohe Punktionen von ö, dann er 
hilt der E^ditis i f ur *J + 2t, + ijr ett ira Ällge 
meinen verschiedene ^ erthe, und die Kurve umzieht 
den Pol (Anfangspunkt) in unzSLlig vielen Windungen. 
Diese Kurven heisseu Spiralea — auch Schnecken 
(haus) linien — unter ihnen hat die einfachste Gleichung 
die Spirale des Archimedes. Diese Kurve wird 
von einem Puakt P beschrieben, der sich vom Pole 
aus auf einem Strahl gleichförmig vorwärts bewegt, 
während der Strahl selbst sich gleichförmig um den 
Pol dreht. Kennt man die Strecke (Fig. 42) C„ 
welche P während einer vollen ITmdrehung des Strahles 
P auf dem Strahle durchläuft, den Hauptvector, 
0, so verhält sich OP oder r, wenn der Strahl sich 
um den Bogen 6 gedreht hat zu o, wie Ö zu 2 t und 
wird o;2iE mit a bezeichnet, so ist die Gleichung 
der Kurve in Polarkoordiua tea 

1) r = a 0. 

Da 2", das Verhältniss der Kreisperipherie zum 
Kadiua, nur annähernd berechnet werden kann, so sind 
c und a iukommensurabol, d. h. eine Strecke lasat sich 
aus der andern nur annähernd konstruieren, doch 
hindert nichts a, d. i. der Hadiua des Kreises, dessen 
Umfang c ist, als Laugeneinheit zu wählen und r:a, 
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ci. i, die Masäzahl des Eadiua P, als Vectur einzu- 
führeu und mit e au bezeichnen, wodurch 1 übergeht iu 

1») Q = e, 

wo nun p und beides Zahlen sind. 

Giebt man dem 8 zuerst nur positive "Werthe, 
zuerst von bis 2ji, dann von 2/c bis i'" etc. und be- 




zeichnet mit Ärchimedes das Stücli der Kurve zwischen 
ö =^ (k — 1) 2 ?i und @ = k . 2 !c, das also einer eia- 
mahgen ganzen TJmdrehung des erzeugenden Strahl ent- 
apiicht als Spiiale k . Ordnung oder besser k "Windung 
und bezeichnet die Plitelie zwischen zwei aufeinander fol- 
gende Windnngen als Spiral-Intervall, so folgt aus 1, 
bezw. 1^) sofort, dass die Schnittpunkte jedes Tectoren- 
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strahla mit der Kurve immer um 2 n von einander 
entfernt sind, oder kurz : 

Die Breite jedes Intervalla ist gleicli 
dem Umfang des Einiiei t skreiees, bezw. 
gleicli dem Haupt vector. 

Man sioht sofort, dass die erste Windung ganz 
umschlossen wird vom Kreis, dessen Sadius der Haupt- 
vector, die zweite vom Kreia, dessen Radius 2o und 
sofort. Zieht man in derselben Windung zwei Veotocen 
und teilt den Winkel zwischen ihnen in n gleicbe Teüe 
und nennt die zugehörigen Vectoren r r^ r^ . . . r', 

so i,l n, = 8„ = 9 + -|J- (8' - 9) = r + Jj- (,•■ - r). 

Insbesondera ist der Vector, der den Winkel zwischen 
zwei Vectoren r und r' derselben Windung halbiert 
gleich dem arithmetischen Mittel aus beiden. Ist speziell 

kc 
r = 0, r' = c==2;r, so ist rj; — — . 

Diese Bemerkungen geben ein Mittel, um, wenn 
der Hauptvector gegeben, beliebig viele Kurvenpunkte 
zu konstruieren. Man teilt des Einheits kreis in n 
gleiche Teile (hier 24), teilt dann den Hauptvector in 
a gleiche Teile , zieht vom Pole aus nach den Teil- 
punkten des Kreises die Strahlen und trägt auf ihnen 

1 2e 

vom Pole aus der Reihe nach — c, - - etc, ab , so ge- 
hören die so erhaltenen Punkte zur Spirale; dabei giebt 
— c den Punkt 0, und man erhalt, wenn man dann 

c etc. wieder abträgt, oder was dasselbe auf 
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jedem Strahl von dem erhaltenen Pankto der ersten 
WinduHg aus die Strecke c einmal, zweimal etc. ab- 
t agt d e entsj e lie le Punkte de 2 j etc Wendung. 
D cl fo tge etzt s Halb e e de W n! el zwischen 
2 aufe nander folj,enden Rad en n t Abt agen des 
ar th et sehen M ttels 1 r eiita^ e 1 e leu Yectoren 
a f den Halb e g Im ea 1-ann a de Punkte ver- 
d chten — C elt man C negat va ^Ve. te so vird auch 
r nej,ot v dies st d h ? nte } et e en daas die 
z gel o ge strecke auf 1 V 1 ger ng le« zu 0^ 
— A „aho gen Ve tor be den Pol 1 nais abgo- 
scha tten w d man erhalt al o 1 e^ell e Spirale die 
zu pos t ven "Werten de 9 ^eho t n m die auf 

C in errichtpto Senki echte iIb Axe herumgekhj pt. 
(Link'sgewuaden ) 

§ 4! Ttngente, ^oiinali^, SüubtaiiKeiitt, Snbno! iiiiili. 

Zur Bestimmung der Tanffonte bedient man aich 
ganz allgemein bei tej iralen und überhaupt bei auf 
Polarkoordinaten bezogenen Kurven der Boheryal- 
Torricelli' sehen Methode, welche auf den Prinoipien der 
Mechanik, speaiel! auf dem Parallelogramm der Ue- 
schwiadigkeiten beruht. Wenn ein Punkt irgend eine 
Bahn (Kurve) durchläuft, so hat er in jedem bestimmten 
Augenblick eine Bewegung in bestimmter Richtung, 
welche die Resultierende der einzelnen Bewegungen 
darstellt; diese Richtung ist die Tangente an die Bahn- 
kurve, welche nach dieser Auffassung die Gerade ist, 
welche in dem betreffenden Punkt für eine verschwindend 
kleine Strecke mit der Kurve zusammenfallt und die 
Richtung der Kurve an dieser Stelle darstellt. 
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Man kann nun eine in Polarlcoordinaten dargestellte 
Kurve dadurch erzeugt denken , dasa der Strahl P 
sich um mit einer gewissen im Äügemeinon ver- 
ändoriichen Geschwindigkeit dreht und gleichzeitig 
Puukt P sich auf dem Strahl selbst, mit einer gewissen 
Geschwindigkeit bewegt. In einem hinlänglich kleinen 
Zeiimomeüt r beschreibt also P einen verschwindend 
kleinen Kreisbogen qs, wo e die Zunahme der Amplitude 
@ bezeichnet und lUckt auf P um die verachw 




Strecke t/ vorwärts, also bewegt er sich nach dem 
Parallelogramm der Bewegung (Fig. 43) Ton P nach 
P' und P P' ist elu Pahnelement und zugleich ein 
Element der Tangente. Nennt mau den "Winkel, welchen 
die Taugente, auf P in der Richtung der Bewegung 
zulaufend, mit P bildet ft, so ist, da der Kreisbogen 
auf dem Radius senkrecht steht, und also P Q P' ein 

rechtwinkeliges Dreieck : taug /t ;= , 

Errichtet man im Pole O au£ dem Yector P die 
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Senkrechte und zugleich im P auf der Tangente die 
Normale und bringt Normale und Tangente in N und 
T Bura Schnitt mit dem Loth in , so heiasen O N 
und T PolarrSubnonnale und Polar-Subtangente, 
Sn und st und mau hat: 

St — r iif{*, ^n = 1 foifi. 

Bei der Spiiale des Avohimedea sind Vector und 
Eii-htungabogen gleich, also auch ilire Äenderungen 
e und 1}, und wir habtsn für sie 

2) tg /( = ß , st = e' ; 3.1 = 1 i 

Das giebt die Sätze: 

Die Tangente an die Spirale in irgend 
einem Punkte maclit stets mit dem zuge- 
hörigen Vector in dem vor de u Berühr ungs- 
punkt lieg enden Teil der Kurve einen spitzen 
Winkel, dessen trigonometrische Tangente 
gleich der Masazahl des Vectors iat. 

2) DieSubtaugente hat durch den Eadius 
des Einheitskreises gemessen, das Quadrat 
der Masszah! des Vectors zur Masszahl. 

3) Die Subnormale ist konstant und gleich 
dem Radius des Einheitskreises. 

Die letztere Eigenschaft weist sofort auf die Parabel 
bin und durch Ausnutzung dieser Beziehung bat ins- 
besondere Pascal tiefliegende Eigenschaften der Spirale 
Verhältnis 3 massig einfach abgeleitet. 

Die Konstruktion der Tangeute ist in Folge vom 
Satz 3 völlig elementar, sobald der Radius des Ein- 
heitskreiaes als gegeben angesehen wird. Das ist in- 
dessen, wenn der Hauptvootor gegeben ist, die Kurve 
punktweise konstruirt ist , nur annähernd der Fall. 
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Da die Taagente mit der Kurve nach ürer ErzenguDg 
nur eine Tersehwindeud kleine Strecke gemeinsam hat, so 
kann zwischen ihr und der Kurve keine andere Gerade 
hindurchgehen ; der Kreis mit P schliesst , da die 
Vectoren fortwähveud wachsen , den dem Punkt P 
vorangehenden Teil der Kurve ein and wird von dem 
auf P folgenden Teil umschlossen, die Kurve kann also 
keine Wendetangeute hah en und es kann die 
Tangente in P die Windung, zu der P ge- 
hört, nur in P berühren. Diese Eigenschaft der 
Tangente ist vom Archimedea ihrer Definition zu Grunde 
gelegt. Die Äuifindong der Spirale steht vermntlich 
in Zusammenhang mit dem Problem der Kveia- bezw. 
Winkelteiiuug, denn wenn auf mechanischem Wege 
die Spirale gegeben ist, so kann, da die Veotoren sich 
wie die zugehörigen Eichtun gsbo gen vorhalten, die 
Kurve umgekehrt henutzt werdea , den Uogeu in vor- 
geschriebenem Verhältniaa eu teilen. 

§ 42. (jiiadratui' fler Spirale. 
Die von einer Spirale beliebig hoher Windung 
umschlossene Fläche lässt sich auf ähnliche Weise, 
wie bei der Hyperbel berechuea. Seien r und r' zwei 
Vectoren der k, Windung und &' die zugehörigen 
Amplituden, 0' — ^:; r* — r, also das Masa des von 
den Strahlen P und P' ein geschlossenen "Winkels. 
Denkt man diesen Winkel in n gleiche Teile geteilt 
und die zugehörigen Vectoren der Kurve, so ist 

r|,^r+ — (r' - r), oder rk = r -j- ^d: Macht man 
n über jedes Masa gross, so kann man den Spiralvector 
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S]i zwiaclien rj, und rt -[- i, als Veotor des Kreises 
mit dem Radius r^^ anselieu, und es ist Si; = -^ rt^ — 
ind der ganze Spiralvector selbst: 8 =^ -^- ■^ i"];^ 

= i ä^5;'oäe,:S=|d2{r+"_J)- i_|d 

Es ist , wie aus der Berechnung der elementaren 
Korper und Flächen bekannt 2 - ä- = -^,S— ä= ö ^'ä°' 
8=-l-d(r' + rd + 4^); S = -l- (r'-r)[r' + r (v'-r) 

Also: 

3) S - 1 (r'-r) (r' -^ r r' + r>^) ^ ^ (r.^-r'). 

Der Spiralsektor zwischen 2 Vektoren 
derselben Windung imd dem verbindenden 
Spiralbogen ist nur von den Vectoren ab- 
hängig, und gleich V, der Differenz ihrer 
Kuben. 

Dabei sind r' nnd r als Masszahlen der Vectoren 
in Bezug auf die Eiubeit a gedacht^ und als Flächeu- 
mass dient a^. 

Setzt man r = und r' = 2;c (d. j. also^^Sjia 
= 00,), so hat man für die Fläche der ersten Windung 



yGoosle 



194 XrV. Abschnitt. Die Cyclolde oder Badlinie, 

"Wird also u^ als Flächenmaas gewählt, so ist Fj 
(iils Masszahl gedacht) — -^, Es wird "P^ = -„-jc.4ji^. 

F, = — -.4js' und allgemeiQ: 

für den Inhalt der ganzen von der n-Whiduiig um- 
schlossenen Fläche, 

Das erste InterYall J, = F^ — F, = -^ . i ra', das 2. 
Intervall J^ ~ F^— F, = - -jt .4^^^a^gemeindas{n-l). 

Intervall Fn—F„_i = ^ (n-1) 4 ^', oder J^ = 2.T, ; 

J, = 3 J, ; .Tn-1 = (n— 1) J„ also : 

Die aufeinander folgenden H piralinter- 
valle verhalten sich wie die auf einaiider- 
fülgenden Zahlen der Zahienreihe. 



XIV. Ahsclinitt. 

Die CycloTde oder BadHnie. 

§ 43. Hie KoUkiirvcn, Xrilmmiing. 
Eine Kurve K rollt auf einer festen Kurve f, 
wenn die Kurve K die Kurve f hestätidig berührt und 
dabei ihren Bogen auf der festea. Kurve abwickelt, so 
dass, wenn mau die bewegliche Kurve in zwei Momenten 
t und t' betrachtet, in deuea sie f in B und B' be- ■ 
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§ 43. Die EoUkai-ien, Krümmung. 195 

■ührt, der Bogen BB' der festen Kurve gleich dem 
Bogen EB' der beweglichen Kurve ist, also gleich dem 
3ogen, den B inzwischen auf der bewegliehen Kurve 
(scheinbar) durchlaufen iiai. — Die Kurve, welche bei 
dieser Bewegung ein mit der rollenden fest verbundener 
Punkt beschreibt, heisat; Eollkurve; meist betrachtet 
man die Kurve, welche ein Punkt der beweglichen 
Kurve selbst beschreibt. 

Ist A irgend ein Punkt der Kurve K (oder mit 
ihr fest verbunden) wnd B der augenblickliche Berüh- 
rungspunkt von K und f, so ist die Bewegung dieaelhej 
als drehte sicii AB für einen Moment um das Centrum 
B, das ini nächsten Moment aui f sich verschiebt, d. h. 
der um B mit BA beschriebene Kreis muss 
die Bollkurve ß des Punktes A in A be- 
rühren und AB ist die Normale der Koll- 
kurve in A. 

Der Kreis um B mit A B hat aber mit ß im 
Allgemeinen nur die Eine Tangente in A [Z-wsi un- 
endlich nahe Punkte, bezw. Ein Kurvenelement) ge- 
t aicli aber ein Kreis konstruieren, der 
I oder w, d. i. drei unendlich 
nahe Punkte, A mitgezählt, mit der Kurve gemeinsam 
hat. Dieser durch 3 Punkte , also völlig , bestimmte 
Kreis heisst; DerKrümmuugskreia der Kurve in 
A, sein ßadius Krummungs-Eadius, sein Ceutrum: 
Krümmungscentrum, es istderSchnittpunkt 
derNormale iuAund einer unendlich nahen 
zweiten Normale. 

Zur Erklärung folgendes: Ein Kreis ist in sich 
'verschiebbar und daher auch überall gleich gekrümmt; 
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er weicht von der G-eraden um so stärker ab, ist ua 
so stürker gekrümmt, je kleiner seia Eadius ist, des- 
halb setzte Newton den reciproken Wert des, 
Eadius als Mass der KrJimmung, zunächst des 
Kreiaea. Da aber für jede Kurve in jedem Punkte A 
sich generaliter ein Kreis wie oben beschrieben kon- 
struieren lagst, der sich der Kurve in Ä enger an- 
schmiegt ala jeder andere Kreis, weil er mit der Kurve 
in A drei uuendlicii benachbarte Punkte gemeinsam 
hat , so setzt man seit Newton die Krümmung der 
Kurve in A der besagten Kreises gleich, «nd dabei' 
heiast er Erümmungskreis. 

Es ist klar, dass , wenn die Kurve in A eine 
Wendatangeate hat, d. h. eine Gerade, die ausnahms- 
weise an der Eeruhrungss teile drei unendlich nahe 
Punkte mit der Kurve gemeinsam hat, der Krümmungs- 
kreis dort den Eadiua unendlich hat, d. h. in eine Ge- 
rade, die Wendetangente, übergeht. Die Kuive, welche 
der Ort aller Kiümmungscentren ist, heisst die Abge- 
wickelte oder Evolute, denn wenn em um sie ge- 
legter Faden so abgewickelt wird, dasa ei stets gespannt 
bleibt (and sein Endpunkt in der Anfangslage auf der 
gegebenen Kurve liegt), so beschreibt sein Endpunkt 
die gegebene Kurve, welche die abwiclcelnde oder Evol- 
vente heisst. Die charakteristische Eigenschaft der 
Evolute ist, dass ihre Tangente stets Normale der Evol- 
vente ist. 

Wir betrachten näher nur die historisch und phy- 
sikalisch merkwürdigste EoUkurve, die Bahn, welche 
ein Punkt eines Kreises beschreibt, der auf einer G-e- 
raden rollt (die Kurve, welche ein Eadnagel beschreibt, 
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wenn das liad auf gerader Suhiene rollt , oline zu 
gleiten) und verfolgen die Boiin von einem Augenblick 
an, wo dieser Puukt die G-erade berührt. 

Die Gerade oder Axe sei die X-Aze, + X in der 
Briühtung der Bewegung, der anfängliche Berührungs- 
punkt sei NuHjuinkt 0; + Y der auf der Ase in 
senkrechte Durchmesser des rollenden Kreises, deaseu 
Hadiua r ist. (Fig. 44). Es ist von vornherein klar, 
dass die Bahn aus lauter kongruenten Zügen bestellt, 
deren Jeder Einzelne einer vollen Umdrehung des Jladea 
entspricht, und jeder Zug wieder aus zwei symmetri- 
schen Teilen, entsprechend der ersten und aweiten 
halben Umdrehung. Wo der beschreibende Punkt die 
Axe berührt, ruht er einen Augenblick, und daher ent- 
stehen au diesen Stellen Spitzen. Die Kurve heisst 
Eadlinie oder, seit Gralilei, Cycloide, doch wird 
jetzt dieser Name häufig auf alle durch Kellen von 
Kreisen entstandenen Kurven i 



§ 44. Die Cyclöide. 

Sei P ein beliebiger Punkt der Bahn, der er- 
zeugende Kreis (li'ig. 44) berülire die Axe in B, dann 
ist die „specifische Eigenschaft" der Kurve, dass OB 
gleich Kreisbogen PB ist. Nennt man den Maas bogen 
(Bogen im Einheitskreis, Argument) des „Wälzungs- 
winkeis" PMBdenWälzungflbogea (Zeichen p), 
so ist s = OB— BJ = aroPB— PQ = rp— rsinp^^r 
,(p-sinp) und y-r + MC=:r-rcosp-r(l-cosp). 
Also sind die Gleichungen der Kurve 

1) x = r(p-3inp); y-- r (1-cosp). 
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Man IcauB p zwischen diesen beiden Gleicliuugea eli' 

aber diese Elimination ist nutzlos, und wir baten hier 
den Fall, wo es ciurcliaus uweckmäasig ist, b e i d e K o- 
ordinaten mit Hilfe eines Parameters (vgl. 
Lemuiscaten) auszudrackeB, hier ist der Parameter der 



i mit zunehme n- 



Die Glei(,huiLgeii lehie 
leatändig wichst, da p e 




dem Werte immer mehr übertrifit, sowie dasa y eine 
periodische Funktion von p ist, und durch Vermehruog 
von p um Vielfache von 2 1 {volle Umdrehungen) nicht 
geändert wird, und in jedem einzelnen Intervall jeden 
"Wert zweimal annimmt (für p ^ 2kt -]- # und p 
=^2kJr + (2«— ^)), nur der Maximalwert für p 
^:2fcp + f ist seinem korrespondierenden gleich, und 
gleich 2r. 

Die Parallele zur Äxe im Abstände des Duroh- 
messers berührt die Kurve in allen Höhepunkten, und 
die Kurve liegt ganz in dem von der Axe und dieser 
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Parallelen begreunien Streifen, wir wullea sie die 

Der Mittelpankt des Kreisea Lesühreibt die Streifen- 
ase, mau kann daher auch sageu: Die Cycloide 
wird eraeugt dadurch, d.isseinPunktPsich 
gleichförmig aut einem Kreise hewegt, wäh- 

seh windigkeit auf einer Tangenteverschiebt. 

Diese Bemerkung liefert B. Sei (l'ig. 44) E' 1=' ß' 
das Rad nach einer halben Umdrehung, und die Bogen 
P'B' und PB gleich, so ist P B parallel und gleich 
P' B' und P P' der Axe parallel. Zieht man also 
durch P die Parallele zur Axe, welche den Kreis um 
B' ß' in P' trifft und durch P zu P' E' die Parallele, 
so trifft sie die Axe in B, dem momentanen Be- 
rührungspunkt und damit auch dem momentanen 
Drehuugscentrum. Also ist P B die Normale (n) 
und P (3 die Tangente. Also: 

Die Tangente ist die Gerade, welche 
den Kurvenpunkt mit dem zum Berührungs- 
punkt diametralen des erzeugenden Kreises 
verbindet. 

Diese Konstruktion dankt man Descartes , man 
kann die Tangente aber auch wie B,oberval, nach 
seiner im vorigen Abschnitt besprochenen Methode 
konstruieren. Punkt P hat gleichzeitig zwei gleich 
schnelle Bewegungen, die eine in der Kichtung P P', 
die andere in der Tangente des B,adea in P, also muss 
P die Richtung einschlagen, welche den Winkel zwischen 
j«nen beiden Lalbiert; dies ist aber nach den elemen- 
feirsten Kreissätzeu (Sehnentangentenwinkelsata) die Ge- 
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rade P ß. Der Winkel, welchen die Tangente mit der 

Äxe bildet, ist also gleich 90 ^ w, hezw. -;t- ■ — -h"P> 

Man kann dies durch die Benbnung bestätigen. 

Die Itoberval-Toricelü'sche Methode ist von Barrow 
und Newton zu einer tax alle Kurven giltigen ausge- 
bildet worden. 

Das Krümmungäoentrum der Cyclo'ide für P ist der 
Punkt K, in welchem sich, die uuendlich nahen Normalen 




P B und p b (Fig. 44 und 45) schneiden. Diesen sind 

I B u 1 p' B parallel. Der yerschwindend kleine 
B j, a 1" P der Eadlinie ; 

II n B gen des Hades , d 
1 1) wenn er nach, p f 

d n =i:Bb, gleich P' p\ Nach Definition 

Krümraungskreiaes ist er :^ P K. 5', wo ö das M 
des kleinen Winkels P K p ist. P K sei q. ] 
Bogen CT wird aber auch dadurch erzeugt , dass I 
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siuh um B dreht, und zwar ist der Dreliungswinkel 
gleioh dem Winkel, um den das ilad sich gedreht, alao 
gleich der Äenderaog des "Wälznngswinkela und sein 
Masa gleich 5 p. Nach Deflnition des Krü.inmunga-' 
kreiaes sind die Tangenten in P und p aa diese zu- 
gleich die Tanganten au die KadÜiiie, somit Iiat der 

Winkel P K p das Mass <pp — qr^, = -- J p. Also 

a^ ff . }-6p und a = P B . 5 p, aisu: 

2) 5 - 2 P B. 

Der Krümmungsradius der CycUide ist 
das Doppelte der Xorraale. 

Bildet man den erzeugenden Kreis in dem Augen- 
blick, wo er die Axe in B herührt, von B als innerem 
Äebulichkeitspunkt in gleichem Massstab ah (Fig. 45), 
so entspricht dem Punkt P der Krümmungsmittelpunkt 
K, dem Bogen P ß entspricht der Bogen K und da 
C C = B B', 30 ist BugBU C K = Strecke C C, d. h. 
also, wie Huygena gefunden: 

Die Evolute der Oycloide ist eine ihr 
gleiche Cjoloide. Das die Evolute erzeugende 
Ead .rollt in entgegengesetzter Richtung und ist um 
eine halbe Umdrehung verschoben. 



§ 45. Bectiflcatloii und Quadratur. 

Das Dreieck P K p ist als gleich Schenkel ig zu be. 
trachten, weil K P nad K p E.adien des Krümniungs- 
kreises, diis Dreieck P' E' B', dessen Seiten denen des 
ersten parallel sind, ist ihm ähnlich, also P' ß* =: E B*, 
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Dreieck P'.p' B' ist ebenfalls gleischscheuklig, da P' p' 
Tangente an den Kreis in P' und P' ^' dea Winkel 
zwischen Tangenten- und Asenrichtung halbiert, somit 
ist'p' B' die Gerade, welche die Spitzen zweier gleich- 
scbenldigen Dreiecek über^der Gfrundlinie P' e*^ yer- 
bindet, steht also auf P' ä' senkrecht und halbiert es 
in F'. Die Strecken -p' ß' nniW ß^ sind als gleich zu 
betrachten, da der unendlich kleine Kreisbogen auf 
seinem Eadius senkrecht steht, somit ist die Zunahme 
der Sehne p' /J', wenn sie von p' ß' in P' ß' übergeht, 
halb so gross, als die Zunahme des Kurvenbogens, von 
p ß bis P ß und da dieser Scbliiss für alle folgenden 
Lagen bis zu ß bestehen bleibt , und der Bogen P ß 
die Summe aller seiner Teile ist, so haben wir den 
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Noch einfacher gestaltet sich die Quadratur. 

Der blosse Anblick der Pigur 41 zeigt,, dass Trapez 
P p S S = Trapez P p q Q ist. (Dreieck P S j9 ^ P Q ,?, 
p-B*^jeb.ji'<jg,a]» Hälften des ßechtöoks, -Gleiches von 
Gl^ebeffi'.igiebt Öleiches). Trapez P p q Q ist aber. 
imp'iJas''jiaraIlörversolidbeiie P' p' q' Q',. somit ist der 
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§ 45, Rectlflcation und Quadratur, 203 

Karvetibogen P ^. den Strecken PS and S ß 
gleich dem halben YOm Ead durch die zu P 
giehftrigeEadsehne abgesch nittene Segment. 

Der "ganze Ausaenraum ist gleich der 
KreiafUche. 

Daa Rechteck zwischen Ase und Gegenase und 
d<ea Tangenten in den Endpunkten des Zuges ist : 
2r . 2r n, d, i. ir'jt, der Ausaenraum ist r° js, also : 

Die Fläche (Eines Zuges) der Eadliiiie 
zwischen Kurve und Äxe ist das dreifache 
dea erzeugenden Kreises, 
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